
ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç ÏìÜäùí

ÈÜíïò Ãåíôßìçò

1



ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ

1 ÅéóáãùãÞ 3

2 ÔïðïëïãéêÞ ÄéÜóôáóç 5

3 ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç 14

4 Cayley ÃñÜöçìá - ÕðåñâïëéêÝò ÏìÜäåò 27

5 ÂáóéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá 36

2



1 ÅéóáãùãÞ

Óôçí Ýííïéá ôçò ÁóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò áíáöÝñèçêå ðñþôïò ï Gromov óôï
âéâëßï ôïõ 'Asymptotic invariants of in�nite groups' ôï 1993 [19]. Ç üëç
èåùñßá ãíþñéóå Üíèéóç áöüôïõ ï G.Yu óôï ([30], 1998) áðÝäåéîå üôé ç åéêáóßá
ôïõ Novikov (higher signature conjecture) éó÷ýåé ãéá ïìÜäåò ìå ðåðåñáóìÝíç
áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç. Áðü ôüôå ç Ýííïéá ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò Ý÷åé
ìåëåôçèåß óå âÜèïò áðü ðïëëïýò åñåõíçôÝò êáé Ý÷åé âñåé áñêåôÝò åöáñìïãÝò
óôçí èåùñßá ïìÜäùí.

Ìå áðëÜ ëüãéá ç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç åíüò ÷þñïõ åßíáé ç ôïðïëïãéêÞ
äéÜóôáóç ðïõ öáßíåôáé íá Ý÷åé ï ÷þñïò üôáí ôïí äåé êÜðïéïò áðü ìáêñéÜ.
ÁõôÞ ç èåþñçóç äßíåé êáé ôïí üñï ' ÁóõìðôùôéêÞ'. Óå áõôÞí ôçí åñãáóßá
èá äåßîïõìå üôé ç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç asdim ðïõ áðïôåëåß ãåùìåôñéêÞ êáé
ôïðïëïãéêÞ éäéüôçôá äßíåé áðïôåëÝóìáôá óå êáèáñÜ áëãåâñéêÝò åñùôÞóåéò ãéá
ôçí ïìÜäá üðùò: Åßíáé ðåðåñáóìÝíç; Óå ðïéÜ ïìÜäá åìöõôåýôáé; ê.á. Óå üëç
ôçí åñãáóßá üôáí ëÝìå ÷þñï × èá åííïïýìå ìåôñéêü ÷þñï × .

Ï âáóéêüò óôü÷ïò áõôÞò ôçò åñãáóßáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá
ðïõ ëÝåé üôé áí G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ôüôå Ý÷åé áóõ-
ìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 1 áí êáé ìüíï áí åßíáé "âáóéêÜ åëåýèåñç".

Óôçí äåýôåñç ðáñÜãñáöï ôçò åñãáóßáò èõìßæïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá
ôçò êëáóéêÞò èåùñßáò ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò. Áðïäåéêíýïõìå ðëÞñùò ôï
"Lebesque's Covering Theorem" (Èåþñçìá ÊÜëõøçò Lebesque) êáé êÜðïéá
Üëëá èåùñÞìáôá ðïõ èá öáíïýí ÷ñÞóéìá óôï ôåëåõôáßï êïììÜôé ôçò åñãáóßáò.

Óôï ôñßôï êïììÜôé áíáëýïõìå üëá üóá ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá êáôáíïÞóåé
êáíåßò ôçí Ýííïéá ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò. Åäþ ìðïñåß íá âñåé êáíåßò
ðáñáäåßãìáôá êáé ìåñéêÜ âáóéêÜ èåùñÞìáôá üðùò ôï "sum theorem" êáé ôï
"product theorem" ôá ïðïßá åìöáíßæïíôáé ó÷åäüí óå êÜèå èåùñßá äéÜóôáóçò.

Óôçí ôÝôáñôç ðáñÜãñáöï èõìßæïõìå êÜðïéåò Ýííïéåò áðü ôçí óõíäõáóôéêÞ
èåùñßá ïìÜäùí êáé åéäéêüôåñá ôá ãñáöÞìáôá Cayley, ôá äéáãñÜììáôá van
Kampen, êáèþò êáé ôïí ïñéóìü êáé âáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí õðåñâïëéêþí ïìÜ-
äùí êáôÜ Gromov.

¼ëåò ïé éäÝåò ðïõ åìöáíßæïíôáé óå áõôÞí ôçí åñãáóßá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
óôçí ôåëåõôáßá ðáñÜãñáöï (ðÝìðôç), ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé ôá áðïôåëÝóìáôá óôá
ïðïßá êáôáëÞîáìå êáôÜ ôçí äéÜñêåéá áõôÞò ôçò åñãáóßáò.

Åäþ èá ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé åêôüò áðü ôçí ðñþôç ðáñÜãñáöï ïé
áðïäåßîåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé ðëÞñåéò óôçí õðüëïéðç åñãáóßá åßíáé ðñïóù-
ðéêÞ äïõëåéÜ êáé åíäÝ÷åôáé íá õðÜñ÷ïõí áðëïýóôåñåò áðïäåßîåéò. Ãéá ìåñéêÜ
áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ äßíïõìå ìüíï óêéáãñÜöçóç ôçò
áðüäåéîçò Þ ôçí ðáñáëåßðïõìå. ÐëÞñåéò áðïäåßîåéò ìðïñïýí íá âñåèïýí óôçí
áíôßóôïé÷ç âéâëéïãñáößá.
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Ôåëåéþíïíôáò áõôÞí ôçí åéóáãùãÞ èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí êáèçãçôÞ
Ð.ÐáðÜæïãëïõ ãéá ôéò éäÝåò ôïõ, ôçí õðïìïíÞ ôïõ, ôçí âïÞèåéá ôïõ êáé ôçí
õðïóôÞñéîç ôïõ. Åðßóçò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù Ýíáí íÝï ößëï ôïí G.Bell,
ãéá üëá üóá Ýêáíå êáé ìå âïÞèçóå óôçí óõããñáöÞ áõôÞò ôçò åñãáóßáò, ôçí
ïéêïãÝíåéá ìïõ ãéá üëç ôçò ôçí óôÞñéîç (ç åñãáóßá åßíáé áöéåñùìÝíç óå åóÜò!)
êáé üëïõò ôïõò äáóêÜëïõò ìïõ êáé ôïõò óõíáäÝëöïõò ìïõ ãéá üëç ôçí âïÞèåéá
ôïõò.
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2 ÔïðïëïãéêÞ ÄéÜóôáóç

Ôï êåöÜëáéï áõôü áðïôåëåß ìéá åéóáãùãÞ óôçí Ýííïéá ôçò ôïðïëïãéêÞò äéÜ-
óôáóçò. ÐïëëÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ äåí óõíïäåýïíôáé áðü ôéò
áðïäåßîåéò ôïõò, êáèþò üìïéåò ðñïôÜóåéò õðÜñ÷ïõí óôï êåöÜëáéï ôçò áóõ-
ìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé.

Ïñéóìüò 2.1 ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 0 óôï óçìåßï p áí
êáé ìüíï áí ôï p Ý÷åé ïóïäÞðïôå ìéêñÝò ãåéôïíéÝò ìå êåíÜ óýíïñá. ÄçëáäÞ
áí ãéá êÜèå ãåéôïíéÜ U ôïõ p õðÜñ÷åé V ãåéôïíéÜ ôïõ p ôÝôïéá þóôå:

V ⊂ U;

@V = ∅:
¸íáò ìç êåíüò ÷þñïò X Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 0, dimX = 0, áí êáé
ìüíï áí ï X Ý÷åé äéÜóôáóç 0 óå êÜèå óçìåßï p.
Ôï êåíü óýíïëï Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç −1 åî' ïñéóìïý.

Ðáñáäåßãìáôá 2.1 Ç áðüäåéîç ôùí ðáñáêÜôù åßíáé ðñïöáíÞò.

1. Ôï óýíïëï Cantor Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 0.

2. ÊÜèå ìç êåíüò ðåðåñáóìÝíïò Þ áñéèìÞóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò Ý÷åé
ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 0.

Ïñéóìüò 2.2 ( ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé óôï óçìåßï p ôïðïëï-
ãéêÞ äéÜóôáóç 6 n áíí ôï p Ý÷åé ïóïäÞðïôå ìéêñÝò ãåéôïíéÝò ôùí ïðïßùí ôá
óýíïñá Ý÷ïõí ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 6 n− 1:
¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé äéÜóôáóç 6 n− 1 áíí Ý÷åé äéÜóôáóç 6 n− 1 ãéá êÜèå
óçìåßï p ∈ X. ÃñÜöïõìå ôüôå üôé dimX 6 n − 1: Ï X Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ
äéÜóôáóç n áí äåí éó÷ýåé dimX 6 n− 1 êáé éó÷ýåé dimX 6 n.

Ðáñáäåßãìáôá 2.2 Ôá ðáñáêÜôù ðáñáäåßãìáôá èá ôá áðïäåßîïõìå óôçí
óõíÝ÷åéá ôçò åñãáóßáò.

1. ÊÜèå äéÜóôçìá ôçò åõêëåßäåéáò ãñáììÞò êáèþò êáé üëç ç ãñáììÞ Ý÷ïõí
ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 1.

2. ÊÜèå ðïëýãùíï Ý÷åé äéÜóôáóç 1.

3. Ôï åðßðåäï R2 Ý÷åé äéÜóôáóç 2.
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Óõíå÷ßæïõìå ôþñá ìå êÜðïéïõò éóïäýíáìïõò ïñéóìïýò ôçò ôïðïëïãéêÞò
äéÜóôáóçò.

Ïñéóìüò 2.3 ( ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç
6 n áíí õðÜñ÷åé âÜóç ôïõ X áðü áíïéêôÜ óýíïëá ôùí ïðïßùí ôá óýíïñá
Ý÷ïõí äéÜóôáóç 6 n− 1.

Ôá 'óýíïëá ðïõ äéá÷ùñßæïõí'(separating sets), ðáßæïõí óðïõäáßï ñüëï óôçí
èåùñßá ôçò ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò, ïðüôå èá äþóïõìå åäþ ôïí ó÷åôéêü ïñé-
óìü.

Ïñéóìüò 2.4 ËÝìå üôé ôï B äéá÷ùñßæåé ôá C, C ′ óôïí X, áí õðÜñ÷ïõí
U1; U2 ôÝôïéá þóôå:

i) U1
⋃
U2 = X - B

ii) U1
⋂
U2 = ∅

iii) X
⋂
C ⊂ U1

iv) X
⋂
C ′ ⊂ U2

Ïðüôå Ýíáò Üëëïò ðïëý óçìáíôéêüò ïñéóìüò ôçò ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò Ýñ-
÷åôáé ìÝóá áðü ôá óýíïëá ðïõ äéá÷ùñßæïõí. ÓõãêåêñéìÝíá:

Ïñéóìüò 2.5 ( ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé äéÜóôáóç 6 n áí êÜèå
óçìåßï p ìðïñåß íá äéá÷ùñéóôåß áðü êÜèå êëåéóôü óýíïëï C ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé
ôï p, ìå Ýíá êëåéóôü óýíïëï A äéÜóôáóçò 6 n− 1.

Ç áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò ôùí ïñéóìþí åßíáé ôåôñéììÝíç. ËåðôïìÝñåéåò
õðÜñ÷ïõí óôï [20]. Èá óõíå÷ßóïõìå áðïäåéêíýïíôáò üôé ôï åðßðåäï R2 Ý÷åé
äéÜóôáóç 2 êáé ï Rn Ý÷åé äéÜóôáóç n. Ãéá íá ôï ðåôý÷ïõìå áõôü èá áðï-
äåßîïõìå ôï Èåþñçìá ÊÜëõøçò ôïõ Lebesque ôï ïðïßï åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìï
èåþñçìá ü÷é ìüíï óôçí óõãêåêñéìÝíç èåùñßá áëëÜ êáé óå ðïëëÝò Üëëåò èåù-
ñßåò ü÷é áíáãêáóôéêÜ äéÜóôáóçò.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí êáèåáõôÞ áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò èá áðïäåß-
îïõìå äéÜöïñá ëÞììáôá êáé èá äþóïõìå ôïõò ó÷åôéêïýò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 2.6 ¸íáò ìåôñéêüò ÷þñïò ëÝãåôáé ãíÞóéïò(proper) áí êÜèå êëåé-
óôÞ ìðÜëá ôïõ S(x; d) åßíáé óõìðáãÝò óýíïëï.

Ïñéóìüò 2.7 ¸íáò ÷þñïò X ëÝãåôáé åíôåëþò ãíÞóéïò áí êÜèå õðü÷ùñïò
ôïõ åßíáé ãíÞóéïò.
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Ðñüôáóç 2.1 Éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

1. ÊÜèå ìåôñéêüò ÷þñïò åßíáé åíôåëþò ãíÞóéïò.

2. Ãéá êÜèå äýï óýíïëá A1 êáé A2 åíüò åíôåëþò êáíïíéêïý ÷þñïõ X ôÝ-
ôïéá þóôå êáíÝíá áðü áõôÜ äåí ðåñéÝ÷åé óçìåßï óõóóþñåõóçò ôïõ Üë-
ëïõ õðÜñ÷ïõí U1 êáé U2 ôÝôïéá þóôå A1 ⊂ U1, A2 ⊂ U2 êáèþò êáé
U1

⋃
U2 = ∅, U1

⋂
A2 = ∅.

Ç áðüäåéîç áõôÞò ôçò ðñüôáóçò õðÜñ÷åé óôï [29] óåëßäåò 262-295.

ËÞììá 2.1 Áí A Ýíá êëåéóôü óýíïëï åíüò åíôåëþò êáíïíéêïý ÷þñïõ X,
C, C ′ êëåéóôÜ îÝíá õðïóýíïëá ôïõ X êáé K êëåéóôü õðïóýíïëï ôïõ A ðïõ
äéá÷ùñßæåé ôá A

⋂
C êáé A

⋂
C ′ ôüôå õðÜñ÷åé óýíïëï B ðïõ åßíáé êëåéóôü,

ôï ïðïßï äéá÷ùñßæåé ôá C êáé C ′ óôïí X, ôÝôïéï þóôå A
⋂

B ⊂ K.

Áðüäåéîç. ¸÷ïõìå üôé õðÜñ÷ïõí U1 êáé U2 ìå:

1. A−K = U1
⋃
U2,

2. U1
⋂
U2 = ∅,

3. X
⋂
C ⊂ U1,

4. X
⋂
C ′ ⊂ U2.

ÎåêéíÜìå ìå ôá óýíïëá C
⋃

U1 êáé C ′
⋃

U2. ÁõôÜ åßíáé ðñïöáíþò îÝíá.
Åðßóçò êáíÝíá áðü áõôÜ äåí ðåñéÝ÷åé óçìåßá óõóóþñåõóçò ôïõ Üëëïõ. Ïðüôå
åðåéäÞ ï ÷þñïò åßíáé åíôåëþò ãíÞóéïò õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï W ⊂ X ôÝôïéï þóôå
C

⋃
U1 ⊂ W , W áíïéêôü êáé W

⋂
(C ′

⋃
U2) = ∅: èåùñïýìå B = @W ôï

óýíïñï ôïõ W . Ïðüôå âëÝðïõìå üôé ôï B äéá÷ùñßæåé ôá C êáé C ′ óôïí X
åðåéäÞ:

X −B = W
⋃

(W )c

C ⊂W êáé C ′
⋂

(W ) = ∅ ⇒ C ′ ⊂ (W )c

W
⋂

(W )c = ∅:
Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé:

B
⋂

(U1

⋃
U2) = (B

⋂
U1)

⋃
(B

⋂
U2) = ∅:

Áõôü éó÷ýåé ãéáôß U1 ⊂ W êáé ôï W åßíáé áíïéêôü, Üñá @W
⋃
W = ∅ êáé

U1
⋃
@W = U1

⋃
B = ∅. ¼ìïéá U2

⋃
B = ∅.

Ïðüôå B
⋂

(A − K) = ∅ ⇒ A
⋃

B ⊂ K ãéáôß áí ∃ x ôÝôïéï þóôå x ∈
A

⋂
B êáé x =∈ K ôüôå x ∈ B êáé x ∈ (A −K) ⇒B

⋂
(A −K) 6= ∅

Üôïðï! Ïðüôå éó÷ýåé ôï ëÞììá.
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Èåþñçìá 2.1 Óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer.
Ìéá óõíå÷åßò óõíÜñôçóç f áðü ìéá óöáéñéêÞ ðåñéï÷Þ Kn ôïõ En1 óôïí åáõôü
ôçò Ý÷åé ðÜíôá óôáèåñü óçìåßï. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé óçìåßï p óôï Kn ôÝôïéï
þóôå f(p) = p.

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá, ìðïñåß íá äåßîåé åýêïëá êáíåßò üôé, éó÷ýåé êáé ãéá
åðéöÜíåéåò ïìïéïìïñöéêÝò ìå ôïí êýêëï äçëáäÞ éó÷ýåé êáé ãéá ôçí åðéöÜíåéá
ôïõ n-äéÜóôáôïõ ìïíáäéáßïõ êýâïõ. Ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé
áñêåôÜ ðåñßðëïêç. Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò õðÜñ÷ïõí óôï [20] óåëßäá 40.

ËÞììá 2.2 ¸óôù In íá åßíáé ï n-äéÜóôáôïò êýâïò êáé Ci, C ′i i = 1; 2; ::; n
ôá æåýãç ôùí áðÝíáíôé åäñþí ôïõ. ¸óôù áêüìá Bi êëåéóôÜ óýíïëá ðïõ äéá-
÷ùñßæïõí ôá Ci, C ′i, ∀ i = 1; 2; ::n óôïí In. Ôüôå B1

⋂
B2

⋂
:::

⋂
Bn 6= ∅

Áðüäåéîç. ¸÷ïõìå üôé ôï Bi äéá÷ùñßæåé ôá Ci, C ′i óôïí In ïðüôå õðÜñ-
÷ïõí Ui êáé U ′i áíïéêôÜ óôïí In −Bi ôÝôïéá þóôå:

In −Bi = U1

⋃
U ′1;

Ci ⊂ U1 ; C ′1 ⊂ U ′i êáé

Ui
⋂

U ′i = ∅

¸óôù v(x) ôï äéÜíõóìá ôïõ ïðïßïõ ç i-óôç óõíéóôþóá Ý÷åé ôç ôéìÞ± d(x;Bi).
ÈÝôïõìå d(x;Bi) = inf{d(x; b); b ∈ Bi} êáé âÜæïõìå + áí x ∈ Ui êáé −
áí x ∈ U ′i . ÂÜæïõìå ôï äéÜíõóìá v(x) ìå ôçí áñ÷Þ ôïõ óôï x. ÈÝôïõìå
f(x) = {ôï ôåëéêü óçìåßï ôïõ äéáíýóìáôïò}. Ôüôå ç f(x) åßíáé óõíå÷Þò
óõíÜñôçóç ôïõ In.(áðïäåéêíýåôáé åýêïëá!)
Áðü ôï Èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ Brouwer ðáßñíïõìå üôé õðÜñ÷åé
x0 ôÝôïéï þóôå f(x0) = x0. Áõôü óçìáßíåé üôé d(x0; Bi) = 0 êáé áöïý Bi
êëåéóôü Ý÷ïõìå üôé x0 ∈ Bi ãéá êÜèå i = 1; 2; :::; n. Ïðüôå Ý÷ïõìå ôï ëÞììá.

ËÞììá 2.3 Áò èåùñÞóïõìå C ′i êáé Ci íá åßíáé ôá æåýãç ôùí áðÝíáíôé åäñþí
ôïõ In 2 ìå i = 1; 2; :::n. Èåùñïýìå üôé K1 ⊃ K2 ⊃ K3 ⊃ ::: åßíáé ìéá
öèßíïõóá áêïëïõèßá êëåéóôþí óõíüëùí ôïõ In ôÝôïéá þóôå, K1 äéá÷ùñßæåé ôá
C1 êáé C ′1 óôï In, K2 äéá÷ùñßæåé ôá K1

⋂
C2 êáé K1

⋂
C ′2 óôï K1 ê.ï.ê,

Kn äéá÷ùñßæåé ôá Kn−1
⋂

Cn êáé Kn−1
⋂

C ′n óôï Kn−1. Ôüôå Kn åßíáé
ìç êåíü.

1En = ÌðÜëá n äéÜóôáóçò
2Ï ìïíáäéáßïò n-äéÜóôáôïò êýâïò
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Áðüäåéîç. ÈÝôù B1 = K1 ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá õðÜñ÷åé
áêïëïõèßá B1; B2; :::; Bn ìå ôéò éäéüôçôåò:

1. ôï Bi äéá÷ùñßæåé ôï Ci êáé ôï C ′i óôïí In,

2. ôï B1 = K1 êáé Bi
⋃
Ki−1 ⊂ Ki ãéá êÜèå i = 1; 2; :::; n.

Ïðüôå ìðïñïýìå åýêïëá íá äïýìå üôé B1
⋂
B2

⋂
:::

⋂
Bn ⊂ Kn. ÌÝíåé íá

äåßîïõìå üôé B1
⋂
B2

⋂
:::

⋂
Bn 6= ∅ ôï ïðïßï äåßîáìå óå ðñïçãïýìåíï ëÞììá.

¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç êáé áõôïý ôïõ ëÞììáôïò.
Ôþñá Ý÷ïõìå üëá ôá åñãáëåßá ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï Èåþñçìá ÊÜëõøçò

ôïõ Lebesque.

Èåþñçìá 2.2 Èåþñçìá ÊÜëõøçò Lebesque:
¸óôù In ï n-äéÜóôáôïò êýâïò êáé Ýóôù B ìéá ðåðåñáóìÝíç ïéêïãÝíåéá
êëåéóôþí õðïóõíüëùí Bi, i = 1; 2; :::; r ðïõ áðïôåëïýí êÜëõììá ôïõ Én êáíÝíá
áðü ôá ïðïßá äåí ôÝìíåé äýï áðÝíáíôé Ýäñåò ôáõôü÷ñïíá. Ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí
n+ 1 áðü áõôÜ ôá óýíïëá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï.

Áðüäåéîç. ÈÝôïõìå :

L1 =
⋃

B {B ⊂ B, B
⋂

C1 6= ∅},
L2 =

⋃
B {B ⊂ B êáé äåí ìåôÝ÷ïõí óôïí ó÷çìáôéóìü ôïõ L1 ìåB

⋂
C2 6=

∅} êáé üìïéá:
Ln =

⋃
B {B ⊂ B êáé äåí ìåôÝ÷ïõí óôïí ó÷çìáôéóìü ôùí Li ∀i 6 n− 1

ìå B
⋂

Cn 6= ∅}.
Ïðüôå êáôáóêåõÜæïõìå ìéá Üëëç áêïëïõèßá:

K1 = L1
⋂

(L2
⋃
L2

⋃
:::

⋃
Ln+1) ,

K2 = L1
⋂
L2

⋂
(L3

⋃
:::

⋃
Ln+1) , ...

Kn−1 = L1
⋂
L2

⋂
:::

⋂
Ln−1

⋂
(Ln

⋃
Ln+1)

Kn =L1
⋂
L2

⋂
:::

⋂
Ln+1.

ÁõôÜ ôá Ki éêáíïðïéïýí ôá áêüëïõèá:

1. K1 ⊃ K2 ⊃ ::: ⊃ Kn (ðñïöáíþò),

2. Åßíáé êëåéóôÜ (äåß÷íåôáé åýêïëá),
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3. K1 äéá÷ùñßæåé ôï C1 êáé ôï C ′1 óôïí In, K2 äéá÷ùñßæåé ôï K1
⋂
C2 êáé

ôï K1
⋂
C ′2 óôï K1 êáé ïìïßùò, Kn äéá÷ùñßæåé ôï Kn−1

⋂
Cn êáé ôï

Kn−1
⋂
C ′n óôï Kn−1.

Ïðüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá ôï Kn åßíáé ìç êåíü.

¢ñá L1
⋂
L2

⋂
:::

⋂
Ln+1 6= ∅. ÄçëáäÞ Li 6= ∅; ∀ i = 1; 2; :::; n + 1. Áõôü

áðïäåéêíýåé üôé õðÜñ÷ïõí n+ 1 äéáöïñåôéêÜ Bi ôïõ êáëýììáôïò ìå Bi ∈ Li,
i = 1; ; 2; :::; n êáé Bi =∈ Lj for j 6= i ôÝôïéá þóôå:

n⋂

i=1

Bi 6= ∅

¸ôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç.
Áò äéáôõðþóïõìå ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ èá ìáò âïçèÞóïõí ðéï êÜôù.

Ðñüôáóç 2.2 Ãéá ôïõò õðü÷ùñïõò.

1. ¸íá õðïóýíïëï A åíüò ÷þñïõ X äéÜóôáóçò 6 n Ý÷åé äéÜóôáóç 6 n.

2. Áí A õðïóýíïëï åíüò ÷þñïõ X êáé A Ý÷åé äéÜóôáóç > n ôüôå ï X Ý÷åé
äéÜóôáóç > n .

Ðñïöáíþò ôï ðñþôï åßíáé ôï áíôéèåôï-áíôßóôñïöï ôïõ äåýôåñïõ áëëÜ ãñÜ-
öïõìå êáé ôá äýï ãéáôß êáé ôá äýï ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí èåùñßá áõôÞ êáé
åßíáé ðéo óçìáíôéêÜ áðü üôé äåß÷íïõí áñ÷éêÜ.

Ðñüôáóç 2.3 The Sum Theorem
Áí ï × åßíáé ç áñéèìÞóéìç Ýíùóç ÷þñùí äéÜóôáóçò 6 n ôüôå Ý÷åé äéÜóôáóç
6 n.

Ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé áñêåôÜ ôå÷íéêÞ êáé îåöåýãåé áðü ôï
ðíåýìá ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò. ÐëÞñçò áðüäåéîç õðÜñ÷åé óôï [20] óåëßäá 30.

Ðñüôáóç 2.4 The Product Theorem
¸óôù A×B ôï ôïðïëïãéêü ãéíüìåíï A êáé B êáé Ýóôù üôé Ýíáò áðü áõôïýò
åßíáé ìç êåíüò. Ôüôå dim(A×B) 6 dimA+ dimB.

Ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò åßíáé ó÷åôéêÜ åýêïëç êáé óôçñßæåôáé óôçí
åðáãùãÞ ùò ðñïò ôéò äéáóôÜóåéò ôùí A êáé B. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôïí õðïëï-
ãéóìü ôçò äéÜóôáóçò ôïõ Rn.
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ÐáñáôÞñçóç 2.1 ÊÜèå óçìåßï ôïõ R åßíáé ìåôñéêüò ÷þñïò äéÜóôáóçò 0.

ÐñáãìáôéêÜ ðñïöáíÝò!

Ðñüôáóç 2.5 Ï R Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç 1. ÓõìâïëéêÜ dimR = 1.

Áðüäåéîç. ¸óôù p óçìåßï óôïí R, ôüôå êÜèå ãåéôïíéÜ ôïõ p åßíáé Ýíá
áíïéêôü äéÜóôçìá A = (a; b) ãýñù áðü ôï p ìå @A = {a; b} êáé dim{a} =
dim{b} = 0. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï "Sum Theorem" Ý÷ïõìå dim@A 6 0 êáé
áöïý @A 6= ∅ Ý÷ïõìå üôé dim@A > −1. Ïðüôå dim@A = 0 Üñá dimR 6 1.
Áí dimR 6 0 ôüôå èá õðÞñ÷å Ýíá q óôïí R ôÝôïéï þóôå íá õðÞñ÷å ìéá ãåéôïíéÜ
N ôïõ q ìå dim@N 6 −1 ⇒ dim@N = −1 ⇒ @N = ∅ ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï
áöïý N = (c; d) êáé @N = {a; b} ⇒ @N 6= ∅. Áõôü áðïäåéêíýåé üôé dimR 6 1
éó÷ýåé êáé dimR 6 0 äåí éó÷ýåé. ¢ñá dimR = 1.
ÐáñáèÝôïõìå ôþñá êÜðïéïõò ïñéóìïýò êáé èåùñÞìáôá ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá
õðïëïãßóïõìå ôçí äéÜóôáóç ôïõ In, äçëáäÞ ôïõ n-äéÜóôáôïõ êýâïõ.

Ïñéóìüò 2.8 1. ÊÜëõììá (covering) åíüò ÷þñïõ X åßíáé ìéá ðåðåñá-
óìÝíç óõëëïãÞ áíïéêôþí óõíüëùí U1; U2; :::Ur ôÝôïéá þóôå:

r⋃

i=1

Ui = X

2. Ç ôÜîç (order) åíüò êáëýììáôïò åßíáé ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò n
ôÝôïéïò þóôå õðÜñ÷ïõí n+ 1 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò ðïõ ôÝìíïíôáé.

3. Áí ï × åßíáé öñáãìÝíïò ïíïìÜæïõìå Üíïéãìá (mesh) åíüò êáëýììá-
ôïò ôçí ìåãáëýôåñç áðü ôéò äéáìÝôñïõò ôùí Ui.

4. ¸íá êÜëõììá k = {U1; U2; :::Ur} åßíáé ìéá åðéëÝðôõíóç (re�ne-
ment) ôïõ m = {V1; V2; :::Vs} áí êÜèå óýíïëï ôïõ k ðåñéÝ÷åôáé óå
êÜðïéï óýíïëï ôïõ m.

Ïñéóìüò 2.9 (ÄÉÁÓÔÁÓÇ) Èåþñçìá ÊÜëõøçò ãéá ÓõìðáãÞò ×þ-
ñïõò ¸íáò óõìðáãÞò ÷þñïò Ý÷åé äéÜóôáóç 6 n áí êáé ìüíï áí Ý÷åé êáëýì-
ìáôá ìå ïóïäÞðïôå ìéêñü Üíïéãìá êáé ôÜîç 6 n.

Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù éóïäýíáìïõ ïñéóìïý åßíáé áñêåôÜ ôå÷íéêÞ êáé äåí
èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé. ¸íáí áíôßóôïé÷ï ïñéóìü äßíïõìå óôï åðüìåíï êåöÜëáéï
êáé áöïñÜ ôçí ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç. Ãé' áõôüí ôïí ïñéóìü èá äïýìå üëåò
ôéò ëåðôïìÝñåéåò, ôüôå.
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Ðñüôáóç 2.6 Ï n-äéÜóôáôïò êýâïò In Ý÷åé äéÜóôáóç > n.

Áðüäåéîç. ¸óôù üôé ç ðñüôáóç äåí éó÷ýåé. Ôüôå dimIn 6 n− 1. ¢ñá ï
In Ý÷åé êáëýììáôá ìå ïóïäÞðïôå ìéêñü Üíïéãìá êáé ôÜîç 6 n− 1. ÄéáëÝãï-
íôáò ôïí Üíïéãìá ðïëý ìéêñü äçëáäÞ ôçò ôÜîçò ôïõ 10−100 åðéôõã÷Üíïõìå ôá
óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò íá ìçí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ìå äýï áðü ôéò áðÝíáíôé
ðëåõñÝò ôïõ êýâïõ. Ïðüôå áðü ôï èåþñçìá êÜëõøçò ôïõ Lebesque Ý÷ïõìå üôé
ôïõëÜ÷éóôïí n + 1 áðü áõôÜ ôá óýíïëá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï. Áõôü ìáò
ëÝåé üôé ç ôÜîç ôïõ êáëýììáôïò åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí n. Áõôü åßíáé Üôïðï Üñá
éó÷ýåé ç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 2.7 Ï Åõêëåßäéïò ÷þñïò Rn Ý÷åé äéÜóôáóç dimRn = n. ÊáôÜ
óõíÝðåéá êáé ï n-äéÜóôáôïò êýâïò In Ý÷åé äéÜóôáóç dimÉn = n.

Áðüäåéîç. Ðñþôá èá äåßîïõìå üôé dimRn 6 n.
ÐñÜãìáôé Ý÷ïõìå üôé:

Rn = R× R× :::× R︸ ︷︷ ︸
n

ïðüôå áðü ôï product theorem Ý÷ïõìå:

dimRn 6 dimR+ dimR+ :::+ dimR︸ ︷︷ ︸
n

=

1 + 1 + :::+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= n;

êáèþò dimR = 1. Ïðüôå dimR 6 n:
Óôçí óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå üôé ôï dimR 6 n− 1 äåí éó÷ýåé.
Ðñïöáíþò In, ï n-äéÜóôáôïò êýâïò, åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ Rn. Åßäáìå üôé
dimIn > n Ïðüôå áðü ôçí ðñüôáóç ãéá ôïõò õðü÷ùñïõò Ý÷ïõìå dimR > n
ïðüôå dimR 6 n− 1 äåí éó÷ýåé. ¢ñá Ý÷ïõìå ôçí ðñüôáóç.

Ç ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç äåí ìÝíåé áíáëëïßùôç êÜôù áðü óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò.
ÊÜôé ðåñéóóüôåñï ÷ñåéÜæåôáé êáé áõôü åßíáé ï ïìïéïìïñöéóìüò.

Ïñéóìüò 2.10 ¸óôù X êáé Y äýï ìåôñéêïß ÷þñïé êáé f : X → Y ìéá
óõíÜñôçóç ìå:

i) f åßíáé "1-1",

ii) f åßíáé "åðß",

iii) f åßíáé óõíå÷Þò,
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iv) f−1 åßíáé óõíå÷Þò.

Ôüôå ëÝìå üôé ç f åßíáé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò (homeomorphism) ìåôáîý
ôïõ X êáé ôïõ Y êáé üôé ïé äýï ÷þñïé åßíáé ïìïéïìïñöéêïß.

Ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç Ýñ÷åôáé öõóéïëïãéêÜ.

Ðñüôáóç 2.8 Äýï ïìïéïìïñöéêïß ÷þñïé Ý÷ïõí ôçí ßäéá äéÜóôáóç.

Ìéá áíôßóôïé÷ç áðüäåéîç èá äþóïõìå ãéá ôçí ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç óôçí
åðüìåíç ðáñÜãñáöï ðïõ ìïéÜæåé áñêåôÜ ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðáñáðÜíù ðñü-
ôáóçò.
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3 ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç

Ôï êåöÜëáéï áõôü áðïôåëåß Ýíá áðü ôá êýñéá êïììÜôéá ôçò äéðëùìáôéêÞò.
Åäþ ðáñïõóéÜæåôáé ç éäÝá ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò. Äßíïíôáé üëïé ïé
ó÷åôéêïß ïñéóìïß, ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá êáé áñêåôÜ èåùñÞìáôá ôçò åí ëüãù
èåùñßáò. Áðïôåëåß áðáñáßôçôï åéóáãùãéêü êïììÜôé ãéá ôçí êáôáíüçóç ôçò
üëçò åñãáóßáò.

Ïñéóìüò 3.1 ¸íáò ÷þñïò × ëÝãåôáé d-áñáéüò (d-disconnected) Þ ëÝìå
üôé Ý÷åé äéÜóôáóç 0 óôçí d-êëßìáêá (d-scale) áí õðÜñ÷åé ïéêïãÝíåéá B =
{Bi}, i ∈ I ôÝôïéá þóôå:

1.
× =

⋃

i∈I
Bi;

2. sup{diamBi; i ∈ I} 6 D <∞;

3. dist(Bi , Bj) > d, ∀ i 6= j. 3

Ðñïöáíþò Ýíá óýíïëï Õ ôïõ × åßíáé d-áñáéü áí åßíáé d-áñáéüò ÷þñïò,
üôáí èåùñçèåß ùò õðü÷ùñïò ôïõ ÷þñïõ × .

Ç éäéüôçôá 2 åßíáé áñêåôÜ óçìáíôéêÞ ïðüôå äßíïõìå Ýíá îå÷ùñéóôü ïñéóìü ãéá
êáëýììáôá ðïõ ôçí éêáíïðïéïýí. ÓõãêåêñéìÝíá ëÝìå üôé:

Ïñéóìüò 3.2 ¸íá êÜëõììá {Bi}; i ∈ I åßíáé: ïìïéüìïñöá D-öñáãìÝíï
(uniformly D-bounded), áí diam(Bi) 6 D; ∀ i ∈ I.

O ðáñáðÜíù ïñéóìüò åßíáé áíôßóôïé÷ïò ìå ôïí ïñéóìü ôïõ "áíïßãìáôïò" ðïõ
õðÜñ÷åé ôçí ôïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç. ÌåôÜ áðü üëá áõôÜ åßìáóôå Ýôïéìïé íá
äþóïõìå Ýíá ðñþôï ïñéóìü ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò åíüò ÷þñïõ.

Ïñéóìüò 3.3 ( ÁÓÕÌÐÔÙÔÉÊÇ ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ËÝìå üôé Ýíáò ÷þñïò X
Ý÷åé áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç n, áí ï n åßíáé ï åëÜ÷éóôïò öõóéêüò ôÝôïéïò þóôå
ãéá êÜèå d > 0 Ý÷ïõìå:

X =
n⋃

k=0

Xk

üðïõ Xk åßíáé d-áñáéü ãéá êÜèå k. ÃñÜöïõìå ôüôå asdimX = n.
3üðïõ dist(Bi , Bj) = inf {dist(a,b) a ∈ Bi , b ∈ Bj}
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ÐáñáôÞñçóç 3.1 Ìðïñåß êÜðïéïò íá êáôáëÜâåé åýêïëá üôé áí Ýíáò ÷þñïò
Ý÷åé áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 0 ôüôå åßíáé d-áñáéüò ãéá êÜèå d > 0 êáé ôï
áíôßóôñïöï.

Áêïëïõèåß Ýíáò áíôßóôïé÷ïò ïñéóìüò ôçò "ôÜîçò" óôçí áóõìðôùôéêÞ äéÜ-
óôáóç.

Ïñéóìüò 3.4 ¸íá êÜëõììá B Ý÷åé d-âáèìü (d-multiplicity), k áí êáé
ìüíï áí, êÜèå d-ìðÜëá S(x; d) ôïõ X ôÝìíåé ôï ðïëý k óýíïëá Bi ôïõ êá-
ëýììáôïò.

Ïðüôå êáôáëÞãïõìå óå Ýíáí äåýôåñï ïñéóìü:

Ïñéóìüò 3.5 ( ÁÓÕÌÐÔÙÔÉÊÇ ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ËÝìå üôé Ýíáò ÷þñïò X
Ý÷åé asdimX = n, áí n åßíáé ï åëÜ÷éóôïò öõóéêüò þóôå, ∀ d > 0 õðÜñ÷åé
Ýíá êÜëõììá ôïõ X áðü ïìïéüìïñöá D-öñáãìÝíá óýíïëá Bi ôÝôïéá þóôå
d-âáèìüò 6 n+ 1.

Figure 1: ÁóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 0.

ÐáñáðÜíù ç Ýíùóç ôùí êýêëùí åßíáé Ýíá ðáñÜäåéãìá d-áñáéïýD-öñáãìÝíïõ
óõíüëïõ. Èá äþóïõìå ôþñá ôïí ïñéóìü ôïõ "÷ñùìáôéóìÝíïõ" êáëýììáôïò.
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Ïñéóìüò 3.6 ËÝìå üôé Ýíá êÜëõììá åßíáé m-÷ñùìáôéóìÝíï (m-colored)
áí åßíáé Ýíùóç m > 1 îÝíùí áíÜ äýï ïéêïãåíåéþí

U =
m⋃

i=1

Ui;

Ýôóé þóôå êÜèå ïéêïãÝíåéá Ui áðïôåëåßôáé áðü D-öñáãìÝíá óýíïëá.

Ïðüôå Ý÷ïõìå ôïí éóïäýíáìï ïñéóìü ðïõ âïçèÜåé óôçí åðïðôåßá äéáöüñùí
ðñïâëçìÜôùí õðïëïãéóìïý ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò óå áðëÜ ðñïâëÞìáôá:

Ïñéóìüò 3.7 ( ÁÓÕÌÐÔÙÔÉÊÇ ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé áóõ-
ìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 6 n áí äÝ÷åôáé Ýíá n + 1-÷ñùìáôéóìÝíï êÜëõììá áðü
d-áñáéÜ óýíïëá.

ÐáñáôÞñçóç 3.2 Ï êåíüò ÷þñïò Ý÷åé áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç −1 åî ïñé-
óìïý. Åðßóçò åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå ìç êåíüò ÷þñïò Ý÷åé êáëýììáôá ìå
d-âáèìü ôïõëÜ÷éóôïí 1. ¢ñá ãéá êÜèå ìç êåíü ÷þñï X Ý÷ïõìå asdimX > 0.

Ðñüôáóç 3.1 ÊÜèå öñáãìÝíïò, ìç êåíüò ÷þñïò X Ý÷åé asdimX = 0.

Áðüäåéîç. Áöïý ï × åßíáé öñáãìÝíïò õðÜñ÷åé D < ∞ ôÝôïéï þóôå X ⊂
B(x0; D). Ïðüôå ãéá êÜèå d > 0 ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï êÜëõììá B = {B(x0; D)}.
Åßíáé ðñïöáíÝò üôé o d-âáèìüò åßíáé 1. Áðü ôïí äåýôåñï ïñéóìü Ý÷ïõìå üôé
asdimX 6 0 êáé áöïý ãéá êÜèå ìç êåíü ÷þñï Ý÷ïõìå asdimX > 0 Ý÷ïõìå
asdimX = 0.

Ðüñéóìá 3.1 ÊÜèå óõìðáãÞò ÷þñïò × Ý÷åé asdimX = 0

Ðñïöáíþò áöïý êÜèå óõìðáãÞò åßíáé êáé öñáãìÝíïò.

ÌåôÜ áðü áõôÞí ôçí ðñüôáóç êáôáëáâáßíïõìå üôé ôï íá äïõëåýïõìå ìå ôçí
áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç äßíåé áðïôåëÝóìáôá ìüíï óôéò ìç öñáãìÝíåò ðåñéðôþ-
óåéò.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 asdimR = 1

Áðüäåéîç. ¸óôù d ∈ N. Áí d =∈ N èåùñïýìå d = [d] + 1 êáé ïñßæïõìå:
A0 = [0; d+ 1) , B0 = [d+ 1; 2(d+ 1))
Ai = [(i+ 1)(d+ 1); (i+ 2)(d+ 1)) áí i åßíáé ðåñéôôüò êáé
[−i(d+ 1);−(i− 1)(d+ 1)) áí i åßíáé Üñôéïò, êáèþò êáé
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Bi = [i(d+ 1); (i+ 1)(d+ 1) áí i åßíáé ðåñéôôüò êáé
[−(i− 1)(d+ 1);−(i− 2)(d+ 1)) áí i åßíáé Üñôéïò. Ôüôå Ý÷ïõìå üôé:

A =
n⋃

i=0

Ai êáé B =
n⋃

i=0

Bi ìå :

1. diam(Ai) 6 (d + 1) êáé diam(Bi) 6 (d + 1). Áõôü óçìáßíåé üôé A êáé
B åßíáé ïìïéüìïñöá D-öñáãìÝíá êáëýììáôá üðïõ D = d+ 1,

2. dist(Ai; Aj) > (d+1) > d; ∀ i 6= j êáé dist(Bi; Bj) > (d+1) > d; ∀ i 6=
j. Áõôü óçìáßíåé üôé ôá A êáé B åßíáé d-áñáéÜ,

3. X = A
⋃
B.

Áðü ôïí ðñþôï ïñéóìü Ý÷ïõìå üôé asdimR 6 1. Áöïý R åßíáé óõíåêôéêüò
ìåôñéêüò ÷þñïò ìç öñáãìÝíïò Ý÷ïõìå asdimR 6= 0. Ïðüôå asdimR = 1. Ç
áðüäåéîç öáßíåôáé êáëýôåñá ìå ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

Óõíå÷ßæïíôáò äßíïõìå ìéá áðüäåéîç ôçò éóïäõíáìßáò ôùí ïñéóìþí ãéá
"ãåùäáéóéáêïýò ìåôñéêïýò ÷þñïõò". Óôçí ðïñåßá ôçò åñãáóßáò ìáò èá äïýìå
üôé, ïé ïìÜäåò ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåëåôÞóïõìå äßíïõí ãåùäáéóéáêïýò ìå-
ôñéêïýò ÷þñïõò. Áò äïýìå ôþñá ôïõò ó÷åôéêïýò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 3.8 ¸óôù X Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé a; b ∈ X. ¸íá ìïíïðÜôé
áðü ôï a óôï b åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç p : [0; k] → X ìå p(0) = a
êáé p(k) = b. Ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò äåí êÜíïõìå äéÜêñéóç ìåôáîý ôïõ
ìïíïðáôéïý p êáé ôçò åéêüíáò ôïõ p([0; k]).

Ïñéóìüò 3.9 Ïñßæïõìå ìÞêïò (length) åíüò ìïíïðáôéïý íá åßíáé:

`(p) = length(p) = sup{
n∑

i=0

d(p(ti); p(ti+1))};

üðïõ t0; t1; :::; tn ìéá äéáìÝñéóç ôïõ [0; 1].

Ïñéóìüò 3.10 ¸íáò ìåôñéêüò ÷þñïò X ïíïìÜæåôáé ãåùäáéóéáêüò ìåôñé-
êüò ÷þñïò áí ãéá üëá ôá a; b ∈ X õðÜñ÷åé ìïíïðÜôé p : [0; 1] → X ìå
p(0) = a, p(b) = b êáé `(p) = d(a; b).
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Ðñüôáóç 3.2 Ïé äýï ðñþôïé ïñéóìïß ôçò ÁóõìðôùôéêÞò ÄéÜóôáóçò, 3:3, 3:5
åßíáé éóïäýíáìïé ãéá ãåùäáéóéáêïýò ìåôñéêïýò ÷þñïõò.

Áðüäåéîç. ¸óôù X ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò ÷þñïò ìå asdimX 6 n, âÜ-
óåé ôïõ ðñþôïõ ïñéóìïý. ¸óôù d > 0. Ôüôå õðÜñ÷ïõí X1; X2; :::; Xn+1

ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí þóôå:

1.
Xi =

⋃

j∈Ji
Bij ∀i = 1; 2; ::; n;

2.
Xi åéíáé 2d− áñáéá́;

3.

X =
n⋃

i=1

Xi:

Óõãêåíôñþíïõìå üëá ôá Bij êáé ïñßæïõìå ôï êÜëõììá B = {Bs} ïðüôå:

X =
⋃

Bs∈B
Bs:

Áõôü óçìáßíåé üôé ôï B åßíáé êÜëõììá ôïõ X. ¸óôù x óçìåßï ôïõ X êáé
Bd(x) = {y ∈ X ôÝôïéá þóôå dist(x; y) 6 d}, ç d-ìðÜëá ôïõ x. Áí Bd(x)
Ýôåìíå n + 2 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B ôüôå ôïõëÜ÷éóôïí äýï áðü áõôÜ èá
âñßóêïíôáí óôçí ßäéá ïéêïãÝíåéá Xk. Ôá ïíïìÜæù B1 êáé B2. Áöïý ôï Xk
åßíáé 2d-áñáéü Ý÷ïõìå üôé dist(B1; B2) > 2d. ¸÷ïõìå áêüìá üôé:
Bd(x)

⋂
B1 6= ∅ ⇒ ∃ x1 ∈ B1

⋂
Bd(x) êáé

Bd(x)
⋂
B2 6= ∅ ⇒ ∃ x2 ∈ B2

⋂
Bd(x).

Áöïý x1; x2 ∈ Bd(x) ⇒ d(x1; x2) 6 d.
Áöïý x1 ∈ B1; x2 ∈ B2 ⇒ dist(B1; B2) 6 d(x1; x2) 6 d. ¢ôïðï.

¢ñá Ý÷ïõìå üôé ∀ d > 0 õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá ôïõ X,

X =
⋃

s∈S
Bs

ôÝôïéï þóôå ï d-âáèìüò íá åßíáé 6 n + 1. Áõôü óçìáßíåé üôé asdimX 6 n
óýìöùíá ìå ôïí äåýôåñï ïñéóìü.
Áíôßóôñïöá ôþñá Ýóôù X íá åßíáé ìåôñéêüò ÷þñïò ìå asdimX 6 n óýìöùíá
ìå ôïí äåýôåñï ïñéóìü.
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á) Áí n = 0 ôüôå asdimX = 0. ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá ôïõ X, B = {Bi}
ôÝôïéï þóôå êÜèå ìðÜëá B(x; 2d) ôÝìíåé ôï ðïëý Ýíá Bi. ÏíïìÜæïõìå ôüôå:

X1 =
⋃

i ∈I
Bi:

Ôüôå êÜèå Bi åßíáé D-öñáãìÝíï. Åðßóçò ç ïéêïãÝíåéá X1 åßíáé d-äéáêñéôÞ
áöïý áí d(Bi; Bj) 6 d ôüôå õðÜñ÷åé x1 ∈ Bi êáé x2 ∈ Bj ôÝôïéá þóôå
d(x1; x2) 6 d. Áöïý X åßíáé ãåùäáéóéáêüò ÷þñïò ïñßæïõìå Ýíá x óôï X
ôÝôïéï þóôå x åßíáé óôçí ãåùäáéóéáêÞ [x1; x2] êáé d(x1; x) = d(x2; x) äçëáäÞ
ôï ìÝóï. Ôüôå ç ìðÜëá B(x; 2d) ðåñéÝ÷åé ôá x1 êáé x2, ðïõ óçìáßíåé üôé ç
ìðÜëá B(x; 2d) ôÝìíåé ôüóï ôï Bi üóï êáé ôï Bj . ¢ôïðï. Ïðüôå X1 åßíáé
d-áñáéü êáé Ý÷ïõìå üôé asdimX = 0 óýìöùíá ìå ôïí ðñþôï ïñéóìü.

â) Áí n 6= 0 ôüôå ãéá êÜèå d > 0 õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá B = {Bi} i ∈ I; ôÝôïéï
þóôå:

1. diamBi 6 D ∀ i ∈ I
2. ÊÜèå 10n+1 ∗ d-ìðÜëá êÜèå óçìåßïõ x ôÝìíåé n+ 1 ôï ðïëý, óýíïëá Bi

ôïõ êáëýììáôïò B êáé

3.
X =

⋃

i∈I
Bi:

¸óôù dk = 4k ∗ d ãéá k = 1; 2; :::; n + 1. Ôüôå ïñßæïõìå: Xk = {x ∈ X :
B(x; dk) êáé B(x; dk+1) ôÝìíïõí áêñéâþò k óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò }. Áöïý
ìéá dk-ìðÜëá ðåñéÝ÷åôáé óå ìéá 10n+1 ∗d-ìðÜëá ðïõ ìðïñåß íá ôÝìíåé ôï ðïëý
n+ 1 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò Ý÷ïõìå üôé Xk = ∅ ;∀ k > n+ 2. Ðñïöáíþò:

X =
n+1⋃

k=1

Xk:

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôá Xk åßíáé d-áñáéÜ ïðüôå áðü ôïí 1ï ïñéóìü ôçò áóõ-
ìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò èá Ý÷ïõìå üôé asdimX 6 n.
Óôï õðïóýíïëï Xk èåùñïýìå ôçí ó÷Ýóç x ∼ y áí ∃ x1; x2; :::; xt ôÝôïéá þóôå:

1. xi ∈ Xk ∀ i = 1; 2; :::; t,

2. x = x1 êáé y = xt,
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3. d(xi; xi+1) 6 dk ∀ t = 1; 2; :::; t− 1.

Ç ðáñáðÜíù åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò áöïý

a) Áí x ∼ y èåùñþíôáò ôçí áñßèìçóç ôùí xi áíÜðïäá Ý÷ïõìå üôé y ∼ x.

b) x ∼ x åßíáé ðñïöáíÝò.

c) Áí ôþñá x ∼ y êáé y ∼ z ôüôå x ∼ z.

Ôï ôåëåõôáßï éó÷ýåé ðñÜãìáôé áöïý õðÜñ÷ïõí:
x = x1; x2; :::xm = y êáé y = x′1; x′2; :::; x′s = z ìå ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò.
Ïðüôå Ý÷ïõìå x = x1; x2; :::xm = y = x′1; x′2; :::; x′s = z. ÈÝôïõìå xm+i = x′i
ïðüôå x = x1; x2; :::; xm; xm+1; :::; xm+s = z ìå xi ∈ Xk ∀ i = 1; 2; :::;m + s
êáé d(xi; xi+1) 6 dk ∀ i = 1; 2; :::;m+ s− 1, Üñá x ∼ z.
ÏíïìÜæïõìå S1; S2; :::; St; ::: ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò. Ôüôå Si åßíáé êëåéóôÜ
óýíïëá ìå:

Xk =
⋃

i∈I
Si:

Åðßóçò dist(Si; Sj) > dk ãéá i 6= j êáèþò áí dist(Si; Sj) 6 dk, ôüôå èá
õðÞñ÷áí x1 ∈ Si êáé x2 ∈ Sj ìå dist(x1; x2) 6 dk. ¼ìùò ôüôå x1 ∼ x2. Áõôü
óçìáßíåé üôé x1 ∈ Sj êáé x2 ∈ Si. Áêüìá x1 ∈ Si ïðüôå Si

⋂
Sj 6= ∅. ¢ôïðï

áöïý ãéá i 6= j ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò åßíáé îÝíåò. Ïðüôå dist(Si; Sj) >
dk ⇒ dist(Si; Sj) > 4k ∗ d > d. Áêüìç êÜèå Si åßíáé L-öñáãìÝíï. ÐñÜãìáôé
èÝôù L = 10(n + 1)D üðïõ D ç ìåãáëýôåñç äéÜìåôñïò ôùí Bi óõíüëùí ôïõ
êáëýììáôïò B. Áí Si äåí Þôáí L-öñáãìÝíï ôüôå ãéá êÜðïéï i ∈ I èá åß÷áìå
diam(Si) > L. ¸óôù S0 ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ Xk ìå diam(S0) > L.
Ôüôå áöïý diam(Si) > L ç S0 ôÝìíåé ðåñéóóüôåñá áðü n + 1 óýíïëá ôïõ B

êáëýììáôïò. Áöïý ôï k åßíáé ìéêñüôåñï Þ ßóï ôïõ n + 1 Ý÷ïõìå üôé ç S0

ôÝìíåé ðåñéóóüôåñá áðü k óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B. Ïðüôå õðÜñ÷ïõí x0

êáé x1 óôï S0 ôÝôïéá þóôå:

1. B(x0; d) ôÝìíåé k óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B, ôá B1; B2; :::; Bk+1;

2. B(x1; d) ôÝìíåé k óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B, ôá B′1; B′2; :::; B′k+1 ìå
ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá áðü ôá B′j íá åßíáé äéáöïñåôéêü áðü ôá Bi,

3. dist(x0; x1) 6 dk.

Ôüôå B(x0; dk+1) = B(x0; 4dk) ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé ôéò äýï ìðÜëåò B(x0; dk),
B(x1; dk). Ïðüôå ç ìðÜëá B(x0; dk+1) ôÝìíåé ôïõëÜ÷éóôïí k + 1 óýíïëá
ôïõ êáëýììáôïò B. ¢ôïðï áöïý áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ×k ç ìðÜëá B(x0; dk+1)
ðñÝðåé íá ôÝìíåé k óýíïëá ôïõ B êáèþò x0 áíÞêåé óôï Xk. ¢ñá diam(Si) < L
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ðïõ óçìáßíåé üôé ôá Xk åßíáé d-áñáéÜ êáé ôá Si åßíáé ïìïéüìïñöá L-öñáãìÝíá
ãéá L = 10(n+ 1)D. ÔåëéêÜ äåßîáìå üôé:
asdimX 6 n óýìöùíá ìå ôïí ðñþôï ïñéóìü ⇔
asdimX 6 n óýìöùíá ìå ôïí äåýôåñï ïñéóìü.
ÓõíäõÜæïíôáò ìå ôçí áíôéèåôï-áíôßóôñïöç ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò Ý÷ïõìå:
asdimX = n óýìöùíá ìå ôïí ðñþôï ïñéóìü ⇔
asdim = n óýìöùíá ìå ôïí äåýôåñï ïñéóìü.

Èá äéáôõðþóïõìå ôþñá Ýíá èåþñçìá ãéá ôçí áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç ôïõ
ãéíïìÝíïõ äýï ÷þñùí ôï ïðïßï áðïäåéêíýåôáé ðïëýôéìï. ÃåíéêÜ óå êÜèå èåù-
ñßá äéÜóôáóçò õðÜñ÷åé, Þ ôïõëÜ÷éóôïí èÝëïõìå íá õðÜñ÷åé Ýíá áíÜëïãï èåþ-
ñçìá (õðÜñ÷åé êáé óôçí ÔïðïëïãéêÞ äéÜóôáóç üðùò åßäáìå ðñéí). Èõìßæïõìå
üôé Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò ëÝãåôáé ãíÞóéïò(proper) áí êÜèå êëåéóôÞ ìðÜëá
ôïõ S(x; d) åßíáé óõìðáãÝò óýíïëï.

Èåþñçìá 3.1 ( THE PRODUCT THEOREM) ¸óôù X êáé Y êáíï-
íéêïß ìåôñéêïß ÷þñïé ôüôå:

asdim (X × Y ) 6 asdimX + asdimY

Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò åßíáé áñêåôÜ ðïëýðëïêç êáé ðñïêýðôåé
áðü Ýíáí Üëëïí éóïäýíáìï ïñéóìü ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò. Óõãêåêñé-
ìÝíá:

Ïñéóìüò 3.11 ( ÁÓÕÌÐÔÙÔÉÊÇ ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸íáò ÷þñïò X Ý÷åé
áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç n áí ï X äÝ÷åôáé ìéá anti-C̆ech áêïëïõèßá áðü êá-
ëýììáôá âáèìïý 6 n+ 1.

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò êáé ãåíéêÝò ðëçñïöïñßåò ôüóï ãéá ôïí ïñéóìü
üóï êáé ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò âëÝðå [3] êáé [24].

Èá ðáñáèÝóïõìå ôþñá êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ÁóõìðôùôéêÞò ÄéÜóôáóçò óå
ãíùóôïýò ÷þñïõò.

ÐáñÜäåéãìá 3.2 ¸÷ïõìå üôé asdimR2 = 2:

Ç áðüäåéîç åßíáé ðñïöáíÞò áí êÜðïéïò äåé ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:
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ÐáñÜäåéãìá 3.3 Ãåíéêüôåñá asdimRn = n.

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå ðñþôá üôé asdimRn > n. ¸óôù üôé äåí éó÷ýåé
ç ðñüôáóç. Ôüôå asdimRn 6 n − 1. ¸óôù d > 0 ôüôå õðÜñ÷åé êÜëõììá
B = {Bi} ôïõ Rn ôÝôïéï þóôå ∀ x ðïõ áíÞêåé óôï X ç ìðÜëá S(x,d) ôÝìíåé
ôï ðïëý n óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò.
¸óôù In Ýíáò n-äéÜóôáôïò êýâïò ôïõ Rn ìå {Ci; C ′i}; i = 1; 2; :::; n íá åßíáé
ïé áðÝíáíôé êïñõöÝò ôïõ, þóôå dist(Ci; C ′i) > 100D + 100d. ÈÝôïõìå:

Ki =
⋃

x∈Bi
S(x; e):

¼ðïõ 0 < e < d ãéá ìéêñü e. Ôüôå éó÷ýïõí:

1. Bi ⊂ Ki ∀ i ∈ I,

2. Ki åßíáé áíïéêôÜ óýíïëá ãéá êÜèå i ∈ I,

3. ⋃

i∈I
Ki ⊃ In:
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Áöïý ï In åßíáé óõìðáãÞò õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíï õðïêÜëõììá áðü Ki ôÝôïéï
þóôå (áëëÜæïíôáò ôçí áñßèìçóç áí ÷ñåéÜæåôáé):

In ⊂
m⋃

i=1

Ki:

ÈÝôïõìå Hi = Ki êáé Ý÷ïõìå:

1.

In ⊂
m⋃

i=1

Hi:

2. Hi åßíáé êëåéóôÜ óýíïëá ãéá êÜèå i = 1; 2; :::;m.

¸óôù ôþñá üôé Ýíá Hi ôÝìíåé äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ In óõãêåêñéìÝíá
ôéò C1; C ′1. Ôüôå èá õðÞñ÷áí x1; x2 ∈ Hi ìå x1 ∈ C1 êáé x2 ∈ C ′1. ¢ñá
dist(x1; x2) > 100D + 100d. Ïðüôå diamHi > 100D + 100d. ¢ôïðï áöïý
diamHi = diamKi 6 diamBi + 2e < D + 2e. ¢ñá êáíÝíá áðü ôá Hi äåí
ôÝìíåé äýï áðü ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ In. ¸÷ïõìå üëåò ôéò ðñïõðïèÝóåéò
ôïõ èåùñÞìáôïò êÜëõøçò ôïõ Lebesque. Ïðüôå õðÜñ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí n+ 1
óýíïëá Hi ðïõ Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï Ýóôù ôï x. Èåùñïýìå ôüôå ôá n+ 1
óýíïëá Bi ðïõ Ýäùóáí áõôÜ ôá Hi. Ôüôå ãéá üëá ôá ðáñáðÜíù Hi Ý÷ïõìå
x ∈ Hi ⇒ x ∈ Ki ⇒ d(x;Ki) = 0 ⇒ d(x;Bi) 6 e < d. Ïðüôå ç ìðÜëá
S(x; d) ôÝìíåé áõôÜ ôá n + 1 óýíïëá Bi êáé êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï. Áõôü
óçìáßíåé üôé asdimRn > n.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï "product theorem" êáé áöïý asdimR = 1 Ý÷ïõìå
üôé asdimRn 6 n. ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå üôé asdimRn = n.

ÐáñáêÜôù äßíïõìå Ýíá ïñéóìü ðïõ åßíáé ðïëý ÷ñÞóéìïò óôçí èåùñßá ôüóï
ôùí ãñáöçìÜôùí ïìÜäùí ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå áñãüôåñá üóï êáé ôçò áóõìðôù-
ôéêÞò äéÜóôáóçò ðïõ ìåëåôÜìå åäþ. Åßíáé ôï áíÜëïãï ôïõ ïìïéïìïñöéóìïý
ôçò ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò êáé åíþ öáéíïìåíéêÜ Ý÷åé ëéãüôåñåò áðáéôÞóåéò
áðü ôçí Ýííïéá ôïõ ïìïéïìïñöéóìïý ôåëéêÜ äéáôçñåß üëá ôá âáóéêÜ óôïé÷åßá
ôùí ÷þñùí ðïõ ìáò áðáó÷ïëïýí.

Ïñéóìüò 3.12 ¸óôù X êáé Y äýï ìåôñéêïß ÷þñïé. ¸óôù óõíÜñôçóç
f : X → Y ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ÷åé c > 0 ìå ôéò éäéüôçôåò:

1. 1
cd(x; y)− c 6 d(f(x); f(y)) 6 cd(x; y) + c

2. ∀ y ∈ Y ; ∃ x ∈ X : d(f(x); y) 6 c

Ôüôå ëÝìå üôé ç f åßíáé ìéá ó÷åäüí-éóïìåôñßá (quasi-isometry) êáé üôé
ïé äýï ÷þñïé åßíáé ó÷åäüí-éóïìåôñéêïß (quasi-isometric).
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ÐáñáôÞñçóç 3.3 Ç ó÷Ýóç ôçò ó÷åäüí-éóïìåôñßáò åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.

Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá.(âëÝðå [24])

ÐáñáôÞñçóç 3.4 Äýï éóïìåôñéêïß ÷þñïé X;Y åßíáé ó÷åäüí éóïìåôñéêïß.

Óõíå÷ßæïõìå ìå Ýíá èåþñçìá ðïõ áíáäåéêíýåé ôçí ÷ñçóéìüôçôá ôçò ó÷åäüí-
éóïìåôñßáò.

Ðñüôáóç 3.3 Äýï ó÷åäüí éóïìåôñéêïß ÷þñïé Ý÷ïõí ôçí ßäéá áóõìðôùôéêÞ
äéÜóôáóç.

Áðüäåéîç. ¸óôù X Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò ìå asdimX 6 n êáé
f : X → Y ìéá ó÷åäüí éóïìåôñßá ìåôáîý ôïõ X êáé åíüò Y . ¸óôù d > 0
ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá B = {Bi} ôïõ X ôÝôïéï þóôå:

1.
X =

⋃

i∈I
Bi;

2. ∀ i ∈ I ; diam(Bi) 6 D ãéá êÜðïéï D > 0,

3. ÊÜèå ìðÜëá B(x; 4c2+4dc) ôÝìíåé ôï ðïëý n+1 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò
B.

Ïñßæïõìå Ýíá áíôßóôïé÷ï êÜëõììá B′ = {B′i} ôïõ Y íá åßíáé ôá B′i = {y ∈
Y : ∃ x ∈ Bi ôÝôïéá þóôå d(f(x); y) < c}. Ôüôå ôá B′i Ý÷ïõí ôéò éäéüôçôåò:

1.
Y =

⋃

i∈ I

B′i;

2. diam(Bi) < cD + 4c,

3. ÊÜèå ìðÜëá B(y; d) ôÝìíåé ôï ðïëý n+ 1 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B′.

ÐñÜãìáôé Ýóôù y ∈ Y ôüôå áöïý ç f åßíáé ó÷åäüí-éóïìåôñßá õðÜñ÷åé Ýíá x
óôïí X ôÝôïéï þóôå d(f(x); y) < c. ¸óôù Bi Ýíá óýíïëï ôïõ êáëýììáôïò
ìå x ∈ Bi ôüôå áöïý B′i = {y ∈ Y : ∃ x ∈ Bi ôÝôïéï þóôå d(f(x); y) < c}
êáé ðñïöáíþò Ý÷ïõìå y ∈ B′i. Ïðüôå ãéá êÜèå y ∈ Y Ý÷ïõìå üôé:

y ∈
⋃

i ∈ I

B′i:
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¢ñá ôá {B′i} êáëýðôïõí ôïí Y . Áêüìá Ýóôù y1 êáé y2 äýï óôïé÷åßá ôïõ
B′i. Ôüôå õðÜñ÷ïõí x1 êáé x2 óôï Bi ôÝôïéá þóôå d(f(x1); y1) < c êáé
d(f(x2); y2) < c. Ïðüôå:

d(y1; y2) < d(y1; f(x1)) + d(f(x1); f(x2)) + d(f(x2); y2) ⇒

d(y1); y2) < c+ d(f(x1); f(x2)) + c⇒
d(y1); y2) < c+ cd(x1; x2) + c+ c⇒

d(y1); y2) < 3c+ cD:

Áõôü áðïäåéêíýåé üôé diam(B′i) 6 cD + 4c ãéá êÜèå i ∈ I.
¸óôù ôþñá ç ìðÜëá B(y; d) óôï Y . Èåùñïýìå üôé ç B(y; d) ôÝìíåé ðåñéóóü-
ôåñá áðü n+1 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïòB′i ôüôå õðÜñ÷ïõíB′1; B′2; :::; B′n+1; B′n+2

ôÝôïéá þóôå B(y; d)
⋂
B′i 6= ∅∀i = 1; 2; :::; n+2: Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá üëá ôá

i ∈ I õðÜñ÷ïõí yi ∈ B′i ìå d(y; yi) 6 d. ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíá x óôïí X þóôå ãéá
êÜèå i ∈ I, ìå xi ∈ Bi íá éó÷ýïõí d(f(x); y) < c êáé
d(f(xi); yi)) < c. Ôüôå üìùò:

d(f(xi); f(x)) 6 d(f(xi); yi) + d(yi; y) + d(y; f(x)) ⇒

d(f(xi); f(x) 6 c+ d+ c = 2c+ d < 3c+ 4d:

Áöïý ç f åßíáé ó÷åäüí éóïìåôñßá Ý÷ïõìå:

1
c
d(xi; x)− c 6 d(f(xi); f(x)); ∀ i = 1; 2; :::; n+ 2 ⇒

d(xi; x) 6 cd(f(xi); f(x) + c2; ∀ i = 1; 2; :::; n+ 2 ⇒
d(xi; x) 6 c(3c+ 4d) + c2; ∀ i = 1; 2; :::; n+ 2 ⇒

d(xi; x) 6 4c2 + 4dc; ∀ i = 1; 2; :::; n+ 2:

Áõôü ìáò äßíåé üôé ç ìðÜëá B(x; 4c2 + 4dc) ðåñéÝ÷åé üëá ôá xi Üñá ôÝìíåé
ôïõëÜ÷éóôïí n+ 2 óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B. ¢ôïðï. ¢ñá Ý÷ïõìå üëåò ôéò
éäéüôçôåò ãéá íá ðïýìå üôé asdimY 6 n.

¢ñá äåßîáìå üôé asdimX 6 n⇒ asdimY 6 n. Áöïý ç ó÷åäüí éóïìåôñßá
åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò Ý÷ïõìå üôé asdimY 6 n ⇒ asdimX 6 n. ¢ñá
óõíäõÜæïíôáò ìå ôçí áíôéèåôï-áíôßóôñïöç ôçò ðáñáðÜíù ðñüôáóçò Ý÷ïõìå ôï
æçôïýìåíï.

Ç ðñüôáóç 3:3 ìáò ëÝåé üôé ç ÁóõìðôùôéêÞ ÄéÜóôáóç ìÝíåé áíáëëïßùôç êÜôù
áðü ó÷åäüí-éóïìåôñßåò. Äßíåé, äå, Üìåóåò áðáíôÞóåéò óå ðáñáäåßãìáôá üðùò
ôï ðáñáêÜôù.
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ÐáñÜäåéãìá 3.4 ¸íáò Üðåéñïò "êýëéíäñïò (tube)" X ìå áêôßíá k Ý÷åé asdimX =
1

Áõôü åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðñïöáíÝò áöïý Ýíáò ôÝôïéïò êýëéíäñïò åßíáé ó÷åäüí-
éóïìåôñéêüò ìå ôï R êáé asdimR = 1.

Ìéá ðñüôáóç üìïéá ìå ôï "Sum theorem" ôçò ôïðïëïãéêÞò äéÜóôáóçò
áêïëïõèåß. Ç áðüäåéîç ïöåßëåôå óôïõò Bell êáé Dranishnikov êáé âñßóêåôáé
óôï [3].

Ðñüôáóç 3.4 ¸óôù X = X ′⋃X ′′ Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò. Ôüôå:

asdimX = max{asdimX ′; asdimX ′′}:

ÔÝëïò Ýíá ó÷åôéêÜ åýêïëï ðüñéóìá ôï ïðïßï üìùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé áñêåôÜ
óå áõôÞí ôçí åñãáóßá åßíáé ôï åîÞò:

Ðüñéóìá 3.2 ¸óôù X Ýíáò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé Y ⊂ X ìå ôçí åðáãþìåíç
ìåôñéêÞ. Ôüôå asdimY 6 asdimX.

Áðüäåéîç. ¸óôù d > 0 êáé Ýóôù asdimX = n ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá U

ôïõ X ìå ïìïéüìïñöá D-öñáãìÝíá óýíïëá ìå d-âáèìü 6 n+1. Ï ðåñéïñéóìüò
áõôïý ôïõ êáëýììáôïò óôïí Y ìáò äßíåé Ýíá ïìïéüìïñöá S-öñáãìÝíï êÜëõììá
ìå S 6 D êáé d-âáèìü ôï ðïëý n + 1. ¢ñá asdimY 6 n ⇒ asdimY 6
asdimX.
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4 Cayley ÃñÜöçìá - ÕðåñâïëéêÝò ÏìÜäåò

Ïñéóìüò 4.1 ¸íá ãñÜöçìá (graph) Γ áðïôåëåßôáé áðü äýï óýíïëá:

1. Γ0 = V = {êïñõöÝò ôïý Γ}
2. Γ1 = E = {áêìÝò ôïõ Γ}

êáé äýï óõíáñôÞóåéò:

1. (o; t) : E → V × V ìå l → (o(l); t(l)) üðïõ o(l) ïíïìÜæåôáé áñ÷éêÞ
êïñõöÞ êáé t(l) ôåëéêÞ êïñõöÞ ôçò áêìÞò l.

2. − : E → E ìå l→ l ç áíôßèåôç áêìÞ ôçò l.

ôÝôïéá þóôå:

i) l = l

ii) l 6= l

iii) o(l) = t(l)

Ìéá ãåùìåôñéêÞ áêìÞ åßíáé ôï æåýãïò {l; l} (ìéá áêìÞ êáé ç áíôßèåôÞ ôçò).

Ïñéóìüò 4.2 Áí ç ïìÜäá G Ý÷åé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôþñùí S =
{g1; g2; :::; gn} ôüôå ôçí êáëïýìå ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç (�nitely gen-
erated). Áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå g óôçí G ãñÜöåôáé óôçí ìïñöÞ g =
ga1
i1 ∗ ga2

i2 ∗ ::: ∗ g
ak
ik ìå ai ∈ Z ãéá üëá ôá i = 1; 2; ::; k êáé gij ∈ S

Ïñéóìüò 4.3 Ïñßæù ìéá ðáñÜóôáóç ôçò G üðïõ S åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï
óýíïëï ãåííçôüñùí þò åîÞò: Èåùñþ ôçí F (S) ôçí åëåýèåñç ïìÜäá ðïõ ðá-
ñÜãåôáé áðü ôá óôïé÷åßá ôïõ S. ¸óôù R õðïóýíïëï ôçò F (S). ËÝìå üôé ç
< S|R > åßíáé ðáñÜóôáóç ôçò G áí

G = F (S)= << R >> :

Áí êáé ôï óýíïëï R åßíáé ðåðåñáóìÝíï ëÝìå üôé ç G ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíá
ðáñéóôþìåíç (�nitely presented).

Ôá óôïé÷åßá ôïõ R ëÝãïíôáé ó÷Ýóåéò ôçò ïìÜäáò G êáé åßíáé ßóá ìå ôï
ïõäÝôåñï óôïé÷åßï.
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Ïñéóìüò 4.4 ( CAYLEY ÃÑÁÖÇÌÁ) ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñá-
ãüìåíç ïìÜäá G =< S|R >. Ôüôå ïñßæïõìå ôï Cayley ãñÜöçìá ôçò G,
(ΓS(G)) þò åîÞò:

1. V(Γ) = {g|g ∈ G} üëá ôá óôïé÷åßá ôçò G íá åßíáé ïé êïñõöÝò.

2. E(Γ) = {(g; gs)êáé (g; gs); g ∈ G; s ∈ S} ôï óýíïëï üëùí ôùí áêìþí.

3. o(g; gs) = g

4. t(g; gs) = gs

ÊÜèå áêìÞ (g; gs) Ý÷åé åôéêÝôá ”s”.

Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé êÜèå ãñÜöçìá ïìÜäáò åßíáé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá.
Áêïëïõèïýí ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá Cayley ãñáöçìÜôùí.

Ðáñáäåßãìáôá 4.1 1. Z6 = < a|a6 = 1 > (âëÝðå ðáñáêÜôù ó÷Þìá)

2. Z × Z = < a; b|aba−1b−1 = e >. Ôï Cayley ãñÜöçìá ôïõ åßíáé ôï
ôåôñÜãùíï ðëÝãìá ðïõ ïñßæïõí ïé ïñéæüíôéåò êáé êÜèåôåò ãñáììÝò ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óå óçìåßá ìå óõíôåôáãìÝíåò áêÝñáéïõò óôï Åõêëåßäéï åðß-
ðåäï.

3. Ç ïìÜäá ôïõ Klein V = {e; a; b; ab}= < a; b|a2 = b2 = e; ab = ba >.

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò óôá äÝíôñá âëÝðå ôï [22].

Ïñéóìüò 4.5 ¸íá ìïíïðÜôé (path) p óôï ΓS(G) åßíáé ìéá áêïëïõèßá áêìþí
p = (l1; l2; :::; ln) ôÝôïéá þóôå t(li) = o(li+1) ãéá i = 1; 2; :::; n− 1. Ïñßæïõìå
o(p) = o(l1) êáé t(p) = t(ln) ôçí áñ÷Þ êáé ôï ôÝëïò ôïõ ìïíïðáôéïý p.

Ïñéóìüò 4.6 ¸óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá G =< S|R > êáé ΓS(G) ôï
Cayley ãñÜöçìá ôïõ G. Ôüôå ôï ΓS(G) ãßíåôáé ìåôñéêüò ÷þñïò ùò åîÞò:

i) ÊÜèå áêìÞ ôáõôßæåôáé ìå ôï äéÜóôçìá [0; 1],

ii) Ãéá êÜèå x; y ∈ V Ïñßæïõìå d(x; y) = min{ ìÞêïò(p); p Ýíá ìïíïðÜôé ìå
o(p) = x êáé t(p) = y}.

ÐáñáôÞñçóç 4.1 Ç ðáñáðÜíù óõíÜñôçóç d åßíáé ìåôñéêÞ (åýêïëï íá äåé-
÷èåß). Áí ðåñéïñßóïõìå ôçí d óôéò êïñõöÝò ôïõ ΓS(G) ôüôå ïñßæåôáé ç ds
ðïõ êáëåßôáé ìåôñéêÞ ëÝîçò (word metric).

ÐáñáôÞñçóç 4.2 Ôï ΓS(G) åßíáé ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò ÷þñïò.
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Figure 2: Z6

Ïñéóìüò 4.7 ¸óôù ΓS(G) íá åßíáé ôï Cayley ãñÜöçìá ôçò G êáé g óôïé÷åßï
ôçò G. Ïñßæïõìå |g| = dS(g; e) üðïõ e ôï ôáõôüôéêü óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò.

Èá ìðïñïýóáìå íá Ý÷ïõìå îåêéíÞóåé ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ìåôñéêÞò ôçò ëÝîçò
áëãåâñéêÜ. ÄçëáäÞ:

Ïñéóìüò 4.8 ¸óôù G ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ôÝôïéï þóôå ôï óý-
íïëï ãåííçôüñùí ôçò åßíáé óõììåôñéêü 4. Ïñßæïõìå ìéá íüñìá óôçí ïìÜäá
G ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï S èÝôïíôáò ‖w‖S ßóï ìå ôï åëÜ÷éóôï áñéèìü óôïé-
÷åßùí áðü ôï S ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ãéá íá ãñÜøïõìå ôï w. ÁõôÞ ç íüñìá äßíåé
ìéá áñéóôåñÜ ðïëëáðëáóéáóôéêÜ áíáëëïßùôç ìåôñéêÞ ëÝîçò óôï ΓS(G) ìå
dS(g; h) = ‖g−1h‖S.

ÐáñáôÞñçóç 4.3 ¸íá Cayley ãñÜöçìá ΓS(G) áëëÜæåé "ó÷Þìá" áí áëëÜ-
îïõìå ôïõò ãåííÞôïñåò ôçò ïìÜäáò.

ÐáñÜäåéãìá 4.1 Z =< x > ìå S1 = x êáé Z =< x2; x3 > ìå S2 = {x2; x3}
ðïõ äßíåé äýï Cayley ãñáöÞìáôá ΓS1(G) êáé ΓS2(G).

4Óõììåôñéêü ëÝãåôáé ôï S áí ãéá êÜèå s ∈ S ôï s−1 ∈ S
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Èá áðïäåßîïõìå óôçí óõíÝ÷åéá üôé, ìéá ïìÜäá ìå äýï ðáñáóôÜóåéò Ý÷åé óõ-
íÞèùò äéáöïñåôéêÜ Cayley ãñáöÞìáôá, ôá ïðïßá åßíáé üìùò ðÜíôá ó÷åäüí
éóïìåôñéêÜ.

ËÞììá 4.1 Áí ΓS(G) åßíáé ôï Cayley ãñÜöçìá ìßáò ïìÜäáò ìå d ôçí áíôß-
óôïé÷ç ìåôñéêÞ êáé g óôçí G Ý÷ïõìå üôé d(h; h ∗ g) 6 |g|.
Áðüäåéîç. ¸óôù |g| = n ïðüôå g = s1 ∗ s2 ∗ ::: ∗ sn üðïõ si åßíáé ãåííÞôïñåò
ôçò G. Ôüôå h∗g = h∗s1 ∗s2 ∗ :::∗sn ðïõ äßíåé d(h; hg) 6 d(h; s1 ∗h)+d(s1 ∗
h; s2 ∗s1 ∗h)+ :::+d(s1 ∗ :::∗sn−1 ∗h; s1 ∗ :::∗sn ∗h) = 1+1+ :::+1 = n = |g|
êáé Ý÷ïõìå ôï ëÞììá.

Èåþñçìá 4.1 ¸óôù G íá åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ìå
G =< S1|R1 > êáé G =< S2|R2 > äýï ðáñáóôÜóåéò ôçò üðïõ S1 êáé S2 äýï
äéáöïñåôéêÜ ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ãåííçôüñùí ôçò. Ôüôå ΓS1(G) åßíáé ó÷åäüí
éóïìåôñéêü ìå ôï ΓS2(G).

Áðüäåéîç. ¸óôù S1={a1; a2; :::an} êáé S2={b1; b2; :::bk}.
ÈÝôïõìå l = max{|ai|S2 : ai ∈ S1} êáé m = max{|bi|S1 : bi ∈ S2}:
Èá äåßîïõìå üôé ç id : ΓS1(G) → ΓS2(G) åßíáé l + m-bilipsitz äçëáäÞ üôé

1
l+m dS1(g1; g2) 6 dS2(g1; g2) 6 (l + m) dS1(g1; g2). Ç äåýôåñç éäéüôçôá ôçò
ó÷åäüí éóïìåôñßáò áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ãéá êÜèå c > 0 ãéáôß ãéá êÜèå g ∈
ΓS2(G) ôï ßäéï ôï g áíÞêåé óôï ΓS1(G) ìå d(f(g); g) = d(g; g) = 0 < c.
¸óôù g1 êáé g2 äýï óôïé÷åßá ôçò G. ¸óôù äå, d(g1; g2)S2 = k ôüôå õðÜñ÷ïõí
bi1 ; bi2 ; :::; bik óôï S2 þóôå g2 = bi1 ∗ bi2 ∗ ::: ∗ bik ∗ g1. Áõôü óçìáßíåé üôé óôï
ΓS1(G) éó÷ýåé:

d(g1; g2) 6 d(g1; bi1 ∗g1)+d(bi1 ∗g1; bi2 ∗bi1 ∗g1)+ :::+d(bik−1
∗ :::∗bi1 ∗g1; g2):

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá Ý÷ïõìå üôé:

d(g1; bi1∗g1) 6 |bi1 |; d(bi1∗g1; bi2∗bi1∗g1) 6 |bi2 |; :::; d(bik−1
∗:::∗bi1∗g1; g2) 6 |bik |:

Ïðüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé óôï ΓS1(G), éó÷ýåé:

dS1(g1; g2) 6 |bi1 |+ |bi2 |+ :::+ |bik | 6 m ∗ k = m ∗ dS2(g1; g2)

áöïý |bij | 6 m ãéá êÜèå j = 1; 2; ::; k. ¼ìïéá Ý÷ïõìå üôé:

dS2(g1; g2) 6 l ∗ dS1(g1; g2):

¢ñá êáôáëÞãïõìå óôï:

dS2(g1; g2) 6 (l +m) ∗ dS1(g1; g2) êáé
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dS1(g1; g2) 6 (l +m) ∗ dS2(g1; g2)

ðïõ äßíåé ôçí æçôïýìåíç áíéóüôçôá.
¸íá áðü ôá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá áõôÞò ôçò åñãáóßáò ÷ñçóéìïðïéåß van

Kampen äéáãñÜììáôá (âëÝðå [22] êåöÜëáéï V óåë. 236 -240) ïðüôå èá äþ-
óïõìå ôïí ïñéóìü ôùí äéáãñáììÜôùí áõôþí êáé ìéá ðïëý ÷ñÞóéìç éäéüôçôá
ôïõò.

Ïñéóìüò 4.9 ¸íá van Kampen äéÜãñáììá D ãéá ìéá ëÝîç w óôçí G ðïõ
ðáñéóôÜ ôï ïõäÝôåñï åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï, åðßðåäï, óõóôáëôü, combinato-
rial 2-complex ôï ïðïßïõ ôá 1-êåëéÜ Ý÷ïõí êáôåýèõíóç êáé Ý÷ïõí ãéá åôéêÝôåò
ãåííÞôïñåò ôçò G, Ýôóé þóôå ïé åôéêÝôåò ôùí óõíüñùí êáèåíüò áðü ôá 2-êåëéÜ
åßíáé êõêëéêÜ óõæõãåßò ó÷Ýóåùí Þ áíôéóôñüöùí ôùí ó÷Ýóåùí ôçò ïìÜäáò.
ÅðéðëÝïí ç åôéêÝôá ôïõ óõíüñïõ ôïõ D åßíáé ç w áí äéáâáóôåß (áíôßóôñïöá
ôùí äåéêôþí ôïõ ñïëïãéïý) áðü Ýíá âáóéêü óçìåßï óôï @D.

ÐáñáôÞñçóç 4.4 Áí èåùñÞóïõìå D(1) íá åßíáé ôï 1-skeleton ôïõ äéáãñÜììá-
ôïò van Kampen ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí w ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç f : D(1) → G
ðïõ äéáôçñåß ôçò åôéêÝôåò þóôå ôï óýíïñï ôïõ van Kampen äéáãñÜììáôïò íá
Ý÷åé ôçí w óáí åéêüíá.

ÐáñáôÞñçóç 4.5 Ãéá áõôÞí ôçí óõíÜñôçóç f éó÷ýåé d(x; y) > d(f(x); f(y))
ãéá êÜèå x; y óôï van Kampen äéÜãñáììá üðïõ d(x; y) åßíáé ç áðüóôáóç ìå-
ôáîý äýï óçìåßùí óôï äéÜãñáììá êáé d(f(x); f(y)) ç áðüóôáóç ôùí åéêüíùí
ôïõò óôï Cayley ãñÜöçìá.

Ôá äéáãñÜììáôá áõôÜ áíáêáëýöèçêáí áðü ôïí R. van Kampen ôï 1933, áëëÜ
ï ßäéïò äåí Ýêáíå ìåãÜëç ÷ñÞóç áõôþí. Ç üëç éäÝá ðáñáìåëÞèçêå ãéá ôïõëÜ-
÷éóôïí ôñéÜíôá ÷ñüíéá. Áíáêáëýöèçêáí îáíÜ ôï 1966 êáé ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí
áðü ôïõò R.C. Lyndon êáé C.M.Weinbaum óôçí èåùñßá ìéêñÞò äéáãñáöÞò
(small cancelation theory).
¸íáò Üëëïò ðïëý åíäéáöÝñïí ïñéóìüò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí åñãá-
óßá áõôÞ åßíáé ï ïñéóìüò ôïõ "âáóéêÜ êÜôé". ËÝìå üôé ìéá ïìÜäá G åßíáé
"âáóéêÜ êÜôé" (åëåýèåñç, õðåñâïëéêÞ, áâåëéáíÞ êôë.) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé
ìéá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç õðïïìÜäá ôçò H ç ïðïßá åßíáé áõôü ôï "êÜôé" (åëåý-
èåñç, õðåñâïëéêÞ, áâåëéáíÞ êôë.) Äéáôõðþíïõìå ðéï áõóôçñÜ ôïí ðáñáêÜôù
ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.10 Ìéá ïìÜäá G åßíáé âáóéêÜ åëåýèåñç (virtually free) áí
õðÜñ÷åé õðïïìÜäá ôçò H ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç ðïõ åßíáé åëåýèåñç.
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Èá ìéëÞóïõìå ôþñá ãéá ìéá óðïõäáßá êáôçãïñßá ïìÜäùí ôçí ïðïßá ìå-
ëÝôçóå ðñþôïò ï Gromov óôçí ìåãÜëç, åñãáóßá ôïõ ìå ôßôëï "Hyperbolic
Groups". Ç êáôçãïñßá áõôþí ôùí ïìÜäùí, ïé ïðïßåò åßíáé óõíÞèùò ðåðåñá-
óìÝíá ðáñáãüìåíåò ðåñéãñÜöåôáé ðéï ðïëý ìå ãåùìåôñéêïýò üñïõò êÜíïíôáò
÷ñÞóç ôùí Cayley ãñáöçìÜôùí ôùí ïìÜäùí.

Ïñéóìüò 4.11 Óå Ýíá ÷þñï × , äåäïìÝíïõ åíüò âáóéêïý óçìåßïõ (basic
point) w ∈ X, ïñßæïõìå Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï (inner product) óôïí
X ìå:

(x|y)w =
1
2
(d(x;w) + d(y; w)− d(x; y)):

Áí õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ � > 0 ôÝôïéá þóôå:

∀x; y; z ∈ X; (x|y)w > min{(x|z)w; (y|z)w} − �

ôüôå ëÝìå üôé ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï åßíáé �-õðåñâïëéêü (�-hyperbolic).

ÐáñáôÞñçóç 4.6 Èåùñþíôáò � = 0 ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå äÝ-
íôñï (áêüìá êáé Ýíá R-äÝíôñï) åßíáé 0-õðåñâïëéêü.

ÐáñáôÞñçóç 4.7 Áí ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï åßíáé �-õðåñâïëéêü ìå âáóéêü
óçìåßï ôï x, ôüôå åßíáé 2�-õðåñâïëéêü ìå âÜóç ïðïéïäÞðïôå Üëëï âáóéêü
óçìåßï.

¸íáò áêüìá ïñéóìüò õðåñâïëéêïý ÷þñïõ ðñïÝñ÷åôáé áðü äéÜöïñåò éäéü-
ôçôåò ðïõ Ý÷ïõí ôá ôñßãùíá óå ôÝôïéïõò ÷þñïõò. ÓõãêåêñéìÝíá ï åðüìåíïò
ïñéóìüò áíáöÝñåôáé óå "áäýíáôá (slim)" ôñßãùíá.

Ïñéóìüò 4.12 ÄåäïìÝíïõ ôñéþí óçìåßùí x; y; z óôïí ÷þñï X, ëÝìå üôé ôï
ôñßãùíï xyz ôùí ãåùäáéóéáêþí ðïõ åíþíïõí áõôÜ ôá óçìåßá åßíáé
�-áäýíáôï (�-slim) áí ãéá êÜèå óçìåßï w óôï [xy] Ý÷ïõìå üôé:

min(d(w; [xz]); d(w[yz])) 6 �

(êáé êáô'áíôéóôïé÷ßá ãéá ôéò Üëëåò ðëåõñÝò). ËÝìå üôé ôá ôñßãùíá åßíáé áäý-
íáôá (slim) óôïí X áí õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ � ôÝôïéá þóôå üëá ôá ôñßãùíá
ôïõ X åßíáé �-áäýíáôá.

Õðåíèõìßæïõìå üôé ìå [xy] óõìâïëßæïõìå ôçí ãåùäáéóéáêÞ ðïõ óõíäÝåé ôá
x êáé y.

ÐáñáôÞñçóç 4.8 Ãéá Ýíá ãåùäáéóéáêü ìåôñéêü ÷þñï ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-
äýíáìá:
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1. Ôá ôñßãùíá åßíáé �-áäýíáôá ãéá êÜðïéï ä > 0.

2. Ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï åßíáé �-õðåñâïëéêü ãéá êÜðïéï ä > 0.

Ìéá óýíôïìç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù ìðïñåß êáíåßò íá âñåé óôï [26]. Ç ðåñé-
ðôþóåéò ðïõ ìáò áðáó÷ïëïýí åäþ åßíáé áõôÝò ãéá ôéò ïðïßåò ï ãåùäáéóéáêüò
ìåôñéêüò ÷þñïò ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé ôï Cayley ãñÜöçìá ΓS(G) ìéáò ïìÜäáò
G ìå âÜóç Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí S.

Ïñéóìüò 4.13 ( ÕÐÅÑÂÏËÉÊÅÓ ÏÌÁÄÅÓ) ËÝìå üôé ìéá ïìÜäá G åß-
íáé õðåñâïëéêÞ) áí Ý÷åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí S ôÝôïéï þóôå
ôï áíôßóôïé÷ï Cayley ãñÜöçìá ΓS(G) åßíáé Ýíáò ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò ÷þ-
ñïò ìå �-õðåñâïëéêü åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ãéá êÜðïéï � > 0.

¸íáò ðéï ãåùìåôñéêüò ôñüðïò ãéá íá âëÝðåé êáíåßò ôéò õðåñâïëéêÝò ïìÜäåò
åßíáé ìå ôçí âïÞèåéá ôùí éóïðåñéìåôñéêþí áíéóïôÞôùí (isoperimetric inequal-
ities) [10].

Ïñéóìüò 4.14 ¸óôù < S|R > ìéá ðåðåñáóìÝíç ðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò G.
Áí w åßíáé ìéá åëåýèåñá áíçãìÝíç ëÝîç óôçí åëåýèåñç ïìÜäá F (S) ìÞêïõò
l(w)(üðïõ F (S) åßíáé åëåýèåñç óôï S) êáé w = 1 óôçí G, ôüôå õðÜñ÷ïõí
ëÝîåéò pi ∈ F (S), ó÷Ýóåéò ri ∈ R êáé � = ±1 ôÝôïéá þóôå:

w =
N∏

i=1

pir�ii p
−1
i óôçí F (S)

Áí õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñÜ K ôÝôïéá þóôå ãéá üëåò áõôÝò ôéò ëÝîåéò w, íá
éó÷ýåé N < K · l(w), ëÝìå üôé ç G éêáíïðïéåß ìéá
ãñáììéêÞ éóïðåñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá (linear isoperimetric inequal-
ity).

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò êáé ðëçñïöïñßåò ó÷åôéêÜ ìå ôïí ïñéóìü êáèþò
êáé ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá âëÝðå [26]. Óôï ßäéï âéâëßï áðïäåéêíýåôáé üôé:

Èåþñçìá 4.2 Ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ïìÜäá ðïõ éêáíïðïéåß ìéá ãñáì-
ìéêÞ éóïðåñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá åßíáé õðåñâïëéêÞ.

ÐáñáôÞñçóç 4.9 Áí êÜðïéá ðåðåñáóìÝíç ðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò G éêáíï-
ðïéåß ìéá ãñáììéêÞ éóïðåñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá, ôüôå üëåò ïé ðáñáóôÜóåéò ôçò
G êÜíïõí ôï ßäéï.

33



Áõôü áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìå ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìþí Tietze êáé
áðïäåéêíýåé üôé ï ïñéóìüò äåí åîáñôÜôáé áðü ôï óýíïëï ãåííçôüñùí. ÅðéðëÝïí
ï Alonso Ýäåéîå üôé ï ôýðïò ôùí éóïðåñéìåôñéêþí áíéóïôÞôùí ðïõ éêáíïðïéåß
ìéá ïìÜäá ìÝíåé áíáëëïßùôïò êÜôù áðü ó÷åäüí-éóïìåôñßåò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
Ý÷ïõìå ôï åîÞò ðüñéóìá:

Ðüñéóìá 4.1 Áí G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç õðåñâïëéêÞ ïìÜäá
êáé õðÜñ÷åé f : G→ H, ó÷åäüí éóïìåôñßá ôüôå ç H åßíáé õðåñâïëéêÞ ïìÜäá.

ÐáñáôÞñçóç 4.10 Ìéá åëåýèåñç ïìÜäá éêáíïðïéåß ìéá ìçäåíéêÞ éóïðåñéìå-
ôñéêÞ áíéóüôçôá ìå óýíïëï ãåííçôüñùí ìéá åëåýèåñç âÜóç. Áí áëëÜîïõìå
ôçí âÜóç ìðïñåß íá ìçí éêáíïðïéåß ìéá ìçäåíéêÞ éóïðåñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá,
üìùò éêáíïðïéåß ôï ðïëý ìéá ãñáììéêÞ éóïðåñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá ïðüôå üëåò
ïé åëåýèåñåò ïìÜäåò åßíáé õðåñâïëéêÝò.

Ïñéóìüò 4.15 Áí X åßíáé õðåñâïëéêüò ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò ÷þñïò (ð.÷.
Cayley ãñÜöçìá õðåñâïëéêÞò ïìÜäáò) êáé x0 ∈ X ôüôå ôï óýíïñï @X ïñßæå-
ôáé ùò ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ôùí ãåùäáéóéáêþí áêôßíùí ðïõ
îåêéíïýí áðü Ýíá âáóéêü óçìåßï ôï x0. Ïñßæïõìå äýï áêôßíåò íá åßíáé éóïäý-
íáìåò áí ç ìéá ðåñéÝ÷åôáé óå ìéá ðåðåñáóìÝíç ãåéôïíéÜ Hausdorf ôçò Üëëçò.

Ïñßæù óôï óýíïñï ôï ðáñáêÜôù åóùôåñéêü ãéíüìåíï:

Ïñéóìüò 4.16 ¸óôù x̃; ỹ ∈ @X êáé z ôï âáóéêü óçìåßï ôïõ õðåñâïëéêïý
÷þñïõ. Ïñßæù åóùôåñéêü ãéíüìåíï: (x̃|ỹ)z = inf{lim inf(xi|yi)z} üðïõ ôï
infimum ëáìâÜíåôáé ãéá üëåò ôéò ãåùäáéóéáêÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá x; y
êáé xi; yi ôá óçìåßá ðÜíù óå êÜèå ãåùäáéóéáêÞ.

Ïñéóìüò 4.17 ÔÝëïò ìéá ìåôñéêÞ d ôïõ óõíüñïõ @X ôïõ X ëÝãåôáé "visual"
áí õðÜñ÷ïõí x0 ∈ X; a > 1 êáé c1; c2 > 0 ôÝôïéá þóôå

c1a−(z|w)x0 6 d(z; w) 6 c2a−(z|w)x0

ãéá êÜèå z; w óôï @X.

ÐáñáôÞñçóç 4.11 To óýíïñï êÜèå õðåñâïëéêïý ÷þñïõ X ìðïñåß íá äå÷ôåß
ìéá "visual" ìåôñéêÞ , ùò åîÞò: Áí x; y ∈ @X;w ∈ X; å > 0; ôüôå

d@X;w;å(x; y) := då(x; y) = inf{
n∑

i=1

e−å(xi−1|xi)w};

üðïõ ôï in�mum ëáìâÜíåôáé ãéá üëåò ôéò ðåðåñáóìÝíåò áêïëïõèßåò x =
x0; x1; :::; xn = y óôï @X, âëÝðå [18],[5].
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Óôçí ôåëåõôáßá ðáñÜãñáöï Ýíá êåíôñéêü èåþñçìá ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå ÷ñçóé-
ìïðïéåß "visual" õðåñâïëéêïýò ÷þñïõò ïðüôå äßíïõìå åäþ ôïí ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.18 ¸íáò õðåñâïëéêüò ÷þñïò X êáëåßôáé "visual" áí ãéá êÜ-
ðïéï x0 ∈ X õðÜñ÷åé Ýíá D > 0 ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé ìéá
ãåùäáéóéáêÞ áêôßíá r áðü ôï x0 óôï @X ôÝôïéá þóôå d(x; r) 6 D.

ÐáñáôÞñçóç 4.12 Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé áí ï X åßíáé "visual" ùò ðñïò
Ýíá âáóéêü óçìåßï x0 ôüôå åßíáé "visual" ùò ðñïò üëá ôá óçìåßá (âëÝðå [5]).

ÖõóéêÜ ìðïñåß íá âñåé êáíåßò óôçí âéâëéïãñáößá ðéï ðëÞñçò ïñéóìïýò ôçò
Ýííïéáò "visual" êáé ôïõ "óõíüñïõ" åíüò õðåñâïëéêïý ÷þñïõ. Ãéá ôïí óêïðü
áõôÞò ôçò åñãáóßáò ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïß åßíáé áñêåôïß.
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5 ÂáóéêÜ ÁðïôåëÝóìáôá

ÎåêéíÜìå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï ìå Ýíá ó÷åôéêÜ åýêïëï áëëÜ âáóéêü ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 5.1 Áí G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ïìÜäá ôüôå asdimG
åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ óõíüëïõ ãåííçôüñùí ôçò äçëáäÞ åßíáé
áëãåâñéêÞ éäéüôçôá.

Áðüäåéîç. ¸óôù G =< S1|R1 > êáé G =< S2|R2 > äýï ðáñáóôÜóåéò ôçò G.
Ôüôå áðü ôï èåþñçìá 4:1 ôá Cayley ãñáöÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí åßíáé ó÷åäüí
éóïìåôñéêÜ. Áöïý ç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç åßíáé ßäéá ãéá ó÷åäüí éóïìåôñéêÜ
ãñáöÞìáôá Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï.

Óå ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åßäáìå üôé áí X åßíáé Ýíáò ãåùäáéóéáêüò ìå-
ôñéêüò ÷þñïò ôüôå asdimX = 0 ìáò ëÝåé üôé X åßíáé öñáãìÝíïò. ¼ìïéá
äåß÷íïõìå üôé:

Ðñüôáóç 5.1 Áí G åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá. Ôüôå asdimG =
0 áí êáé ìüíï áí G åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

Ï J.Smith ([27]) êáôÝôáîå üëåò ôéò áñéèìÞóéìåò ïìÜäåò ðïõ Ý÷ïõí êÜðïéá
áñéóôåñÜ áíáëëïßùôç êáíïíéêÞ ìåôñéêÞ êáé áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 0 ïðüôå ôï
ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé óáí áðëü ðüñéóìá ìÝóá áðü ôçí èåùñßá ôïõ.
¸íá âáóéêü èåþñçìá áõôÞò ôçò èåùñßáò åßíáé:

Èåþñçìá 5.1 ¸óôù G ìéá áñéèìÞóéìç ïìÜäá. Ôüôå asdimG = 0 áí êáé
ìüíï áí êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç õðïïìÜäá ôçò G åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

¸íá ðñþôï ðáñÜäåéãìá õðïëïãéóìïý ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò åßíáé
ôá äÝíôñá ôá ïðïßá åßíáé 0-õðåñâïëéêïß ÷þñïé. Åéäéêüôåñá:

Ðñüôáóç 5.2 ¸óôù Ýíá äÝíôñï (áêüìá êáé R-äÝíôñï) ôüôå ç áóõìðôùôéêÞ
äéÜóôáóç ôïõ åßíáé 6 1.

Áðüäåéîç. ¸óôù e ç áñ÷Þ ôïõ äÝíôñïõ êáé d > 0. Ïñßæïõìå Ak = {x ∈ T :
kd 6 d(x; e) < (k + 1)d. Ôüôå ðñïöáíþò:

T = (
⋃

k á́ñôéïò

Ak)
⋃

(
⋃

k ðåñéôôḯò

Ak:)

Èá äåßîïõìå üôé ôï Ak; k Üñôéïò êáé Ak; k ðåñéôôüò åßíáé d-áñáéÜ êáé D-
öñáãìÝíá (ãéá êÜðïéï D > 0) ïðüôå óýìöùíá ìå ôïí ðñþôï ïñéóìü ôçò
áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò èá Ý÷ïõìå üôé asdimT 6 1. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé
ãéá k 6= l (k êáé l Üñôéïò) éó÷ýåé üôé d(Ak; Al) > d (ôï ßäéï éó÷ýåé áí åßíáé
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ðåñéôôÜ). Áöïý ôá Ak äåí åßíáé ïìïéüìïñöá D-öñáãìÝíá èá ôá äéáóðÜóïõìå
óå åíþóåéò áðü öñáãìÝíá êáé d-áñáéÜ óýíïëá. Ïñßæïõìå ìéá ó÷Ýóç Ak ìå
x ∼ y ⇐⇒ (x|y) > (k− 1

2)d üðïõ (x|y) = (x|y)e = 1
2(d(x; e)+d(y; e)−d(x; y))

ôï ïðïßï åßíáé ôï ãéíüìåíï Gromov ìå ôï e óáí âáóéêü óçìåßï. Áöïý êÜèå
äÝíôñï åßíáé 0-õðåñâïëéêüò ÷þñïò Ý÷ïõìå üôé (x|z) > min{(x|y); (y|z)}. ÁõôÞ
ç éäéüôçôá áðïäåéêíýåé åýêïëá üôé ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åßíáé ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.
ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò óôï Ak åßíáé 3d-öñáãìÝíç ãéáôß Ýóôù x; y åßíáé óôçí
ßäéá êëÜóç éóïäõíáìßáò ôüôå:

d(x; y) = d(x; e) + d(y; e)− 2(x|y) 6 2(k + 1)d− 2(k − 1
2
)d = 3d:

Äýï äéáöïñåôéêÝò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò åßíáé d-äéáêñéôÝò áöïý áí x � y ôüôå:

d(x; y) = d(x; e) + d(y; e)− 2(x|y) > 2kd− 2(k − 1
2
)d = d:

¢ñá Ý÷ïõìå üôé êÜèå Ak åßíáé Ýíùóç áðü d-áñáéÜ, 3d-öñáãìÝíá óýíïëá, ôéò
êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôïõò. ¢ñá äåßîáìå üôé asdimT 6 1 ðïõ ïëïêëçñþíåé
ôçí áðüäåéîç.

Ìå ìéêñÞ ìåôáôñïðÞ ôçò ðáñáðÜíù áðüäåéîçò ðáßñíïõìå:

Ðñüôáóç 5.3 ÊÜèå �-õðåñâïëéêüò ìåôñéêüò ÷þñïò ìå öñáãìÝíï áíÜðôõãìá
Ý÷åé ðåðåñáóìÝíç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç. Ïðüôå êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðáñáãü-
ìåíç �-õðåñâïëéêÞ ïìÜäá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç.

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò äåßôå: ([24], [19], [5])

Ç èåùñßá ôçò áóõìðôùôéêÞò äéÜóôáóçò Ý÷åé äþóåé ìåñéêÜ üìïñöá èåù-
ñÞìáôá åìöýôåõóçò ïñéóìÝíùí ÷þñùí ôùí ïðïßùí ç áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç
åßíáé ãíùóôÞ. Óôï [13] ï A.Dranishnikov Ýäåéîå üôé êÜèå ãíÞóéïò ìåôñéêüò
÷þñïò X ìå asdimX 6 n äÝ÷åôáé ìéá êáèïëéêÞ åìöýôåõóç óôï êáñôåóéáíü
ãéíüìåíï n + 1 ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíùí R-äÝíôñùí. Áñãüôåñá ï ßäéïò ìå ôçí
âïÞèåéá ôïõ V.Schroeder óôï [16] Ýäåéîáí üôé ôï õðåñâïëéêü åðßðåäï äÝ÷åôáé
ìéá bi-Lipschitz åìöýôåõóç óôï ãéíüìåíï äýï äõáäéêþí äÝíôñùí (binary
trees).
Áñãüôåñá ïé S.Buyalo êáé V.Schroeder óôï [9] ÷ñçóéìïðïéþíôáò ßäéåò ôå÷íéêÝò
êáé êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ôïõ S.Buyalo [6] Ýäåéîáí üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðá-
ñáãüìåíç õðåñâïëéêÞ ïìÜäá G ìðïñåß íá åìöõôåõôåß ìå ìéá ó÷åäüí-éóïìåôñßá
óôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï n "äõáäéêþí äÝíôñùí", üðïõ n åßíáé ç ôïðïëïãéêÞ
äéÜóôáóç ôïõ óõíüñïõ óôï Üðåéñï ôïõ ×(n = dim@X) êáé üôé áõôü ôï n åßíáé
ôï åëÜ÷éóôï äõíáôü.
Áêüìá ï J.Światkowski áðÝäåéîå üôé asdimG > dim@G+ 1 ãéá õðåñâïëéêÝò
ïìÜäåò. Ãåíéêüôåñá Ý÷ïõìå ôï åðüìåíï èåþñçìá:
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Èåþñçìá 5.2 Áí G åßíáé ìéá õðåñâïëéêÞ ïìÜäá ôüôå asdimG = dim@G+
1.

Ç éóüôçôá áõôÞ ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò ïìÜäåò áðïôåëïýóå ìéá áðü ôéò åéêá-
óßåò ôïõ Gromov êáé áðåäåß÷èç ôåëéêÜ óáí ðüñéóìá áðü ôïõò S.Buyalo êáé
N.Lebedeva óå Ýíá Üñèñï ðïõ äçìïóéåýèçêå áõôü ôï êáëïêáßñé(2005). Ôï
èåþñçìá ôïõò åßíáé ôï åîÞò:

Èåþñçìá 5.3 ¸óôù X Ýíáò "cobounded", õðåñâïëéêüò, ãíÞóéïò, ãåùäáé-
óéáêüò ÷þñïò X ôüôå:

asdimX = dim@X + 1

Õðåíèõìßæïõìå üôé:

Ïñéóìüò 5.1 ¸íá ìåôñéêüò ÷þñïò X åßíáé cobounded áí õðÜñ÷åé Ýíá
öñáãìÝíï õðïóýíïëï A ⊂ X ôÝôïéï þóôå ç ôñï÷éÜ ôïõ A êÜôù áðü ôçí
ïìÜäá éóïìåôñéþí ôïõ X êáëýðôåé üëï ôï X.

Óôçí äéÜñêåéá ôçò óõããñáöÞò ôçò åñãáóßáò áðïäåßîáìå ôçí óáöþò áóèåíÝ-
óôåñç éäéüôçôá:

Ðñüôáóç 5.4 ¸óôù X Ýíáò "visual" õðåñâïëéêüò ãåùäáéóéáêüò ÷þñïò. Ôüôå
asdimX > dim@X.

Áðüäåéîç.
¸óôù X Ýíáò õðåñâïëéêüò ÷þñïò ìå asdimX = n. Óôáèåñïðïéïýìå Ýíá

d > 0. Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá êÜëõììá B = {Bi}, i óôï I, ôïõ X ôÝôïéï þóôå:

a) diam(Bi) 6 D ãéá üëá ôá i ∈ I êáé ãéá êÜðïéï óôáèåñü D > 0,

b) ÊÜèå ìðÜëá S(x; d) ìå x ∈ X ôÝìíåé ôï ðïëý n+ 1 óýíïëá ôïõ êáëýì-
ìáôïò B.

¸óôù ôþñá � > 0. ÄéáëÝãù R > 0 ôÝôïéï þóôå :

log2

2c1
�

+
D
2
< R⇐⇒

D
2
−R < − log2

2c1
�
⇐⇒

2(D
2
−R) < 2− log2

2c1
� ⇐⇒

2(D
2
−R) < 2log2

�
2c1 ⇐⇒
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2(D
2
−R) <

�
2c1

⇐⇒

c12(D
2
−R) <

�
2
(1)

¸óôù x0 Ýíá âáóéêü óçìåßï óôïí ÷þñï X. Èåùñïýìå ôïí êýêëï C =
C(x0; R) = {x ∈ X : d(x; x0) = R}. Ïñßæù ôá Bi ðïõ ôÝìíïõí áõôüí
ôïí êýêëï. ¢ñá õðÜñ÷åé Ýíá J ⊂ I ôÝôïéï þóôå ôá Bi i óôï J åßíáé êÜëõììá
ôïõ C.
Ïñßæïõìå ôþñá B̃i i óôï J íá åßíáé ôá óýíïëá ôïõ óõíüñïõ @X ôÝôïéá þóôå:
x̃ ∈ B̃i áí ìéá áðü ôéò ãåùäáéóéáêÝò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï x̃ ôÝìíåé ôïí C óôï
x ðïõ áíÞêåé óôï Bi.
Åßíáé ðéèáíü êÜðïéï x̃ íá áíÞêåé óå äéÜöïñá B̃i, áöïý ôï x̃ ìðïñåß íá áíôéóôïé-
÷åß óå äéÜöïñåò ãåùäáéóéáêÝò ðïõ ìðïñåß íá ôÝìíïõí ôïí C óå äéáöïñåôéêÜ x
ôá ïðïßá áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÜ Bi. Áõôü äåí áðïôåëåß ðñüâëçìá áöïý ÷ù-
ñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò ôïðïèåôïýìå ôï x̃ óå Ýíá B̃i êáé óå êáíÝíá Üëëï.
Ðñïöáíþò ôï {B̃i}, i óôï J , êáëýðôåé ïëüêëçñï ôï óýíïñï @X åê êáôá-
óêåõÞò. Áêüìç, Ýóôù x̃; ỹ ∈ B̃i ôüôå áöïý ï ÷þñïò åßíáé "visual" Ý÷ïõìå
üôé:

d(x̃; ỹ) 6 c12−(x;y)x0 :(2)

Åðßóçò Ý÷ïõìå üôé:

(x; y)x0 =
1
2
(d(x; x0) + d(y; x0)− d(x; y)) ⇒

(x; y)x0 =
1
2
(R+R− d(x; y) ⇒

(x; y)x0 = R− 1
2
d(x; y) ⇒

(x; y)x0 > R− 1
2
D ⇒

−(x; y)x0 6 D
2
−R⇒

2−(x;y)x0 6 2(D
2
−R) ⇒

c12−(x;y)x0 6 c12(D
2
−R) ⇒

c12−(x;y)x0 6 �
2

(ëḯãù ôùí (1) êáé(2)) ⇒

d(x̃; ỹ) 6 �
2
⇒

diam(B̃i) 6 �
2
∀i ∈ J
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Ïðüôå üëá ôá B̃i åßíáé �
2 -öñáãìÝíá. Ïñßæïõìå ôüôå �0 < min{ �

10 ;
c12

d
2−R
2 }.

Êáé èåùñïýìå:
B′i =

⋃

ex∈ eBi S(x̃; �0) ∀i ∈ J:

Ðñïöáíþò diam(B′i) 6 �
2 + 2�0 < �. ¢ñá üëá ôá B′i åßíáé �-öñáãìÝíá.

Åðßóçò Ý÷ïõìå üôé ç ôÜîç ôùí B′i åßíáé 6 n. ÐñÜãìáôé, Ýóôù üôé ç ôÜîç
ôùí B′i Þôáí > n + 1. Ôüôå èá õðÞñ÷áí ôïõëÜ÷éóôïí n + 2 óýíïëá ôïõ
êáëýììáôïò ìå ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá êïéíü óçìåßï. Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé Ýíá
x̃ ∈ @X ôÝôïéï þóôå x̃ ∈ B′i ãéá i = 1; 2; :::; n+ 2 (áëëÜæïíôáò ôçí áñßèìçóç
ôùí B′i ÷ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò). ¢ñá Ý÷ïõìå üôé d(x̃; B̃i) 6 �0 ãéá üëá
ôá i = 1; 2; 3; :::; n+ 1. Áõôü ìáò ëÝåé üôé õðÜñ÷åé ỹi ∈ B̃i ôÝôïéï þóôå:

d(x̃; ỹi) < 2�0:

Ïñßæïõìå x íá åßíáé ôï óçìåßï üðïõ ï C êáé ç ãåùäáéóéáêÞ ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôï x̃ óõìðßðôïõí êáé yi ôá óçìåßá üðïõ ç C óõíáíôÜ ôéò ãåùäáéóéáêÝò ôùí ỹi.

Áöïý ç ìåôñéêÞ åßíáé "visual" Ý÷ïõìå üôé ãéá i = 1; 2; :::; n+ 2:

c12−(x;yi)x0 6 d(x̃; ỹ) ⇐⇒

c12−(x;yi)x0 6 2�0 ⇐⇒

c12−(x;yi)x0 6 2
c12

d
2
−R

2
⇐⇒

c12−(x;yi)x0 6 c12
d
2
−R ⇐⇒

−(x; yi)x0 6 d
2
−R⇐⇒

−1
2
(d(x; x0) + d(yi; x0)− d(x; yi)) 6 d

2
−R⇐⇒

−R+
1
2
d(x; yi) 6 d

2
−R⇐⇒

d(x; yi) 6 d

Áõôü óçìáßíåé üôé ç ìðÜëá S(x; d) ðåñéÝ÷åé ôá yi ãéá i = 1; 2; :::; n + 2. ¢ñá
ôÝìíåé üëá ôá Bi i = 1; 2; :::; n + 2. Áõôü åßíáé Üôïðï, ãéáôß asdimX = n.
Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé ç ôÜîç ôùí B′i åßíáé < n + 1. Áõôü áðïäåéêíýåé üôé ãéá
ïóïäÞðïôå ìéêñü Üíïéãìá � êáôáóêåõÜæïõìå êÜëõììá ôïõ @X ìå diam (B′i) <
� êáé ôÜîç 6 n. Áöïý ôï óýíïñï @X åßíáé óõìðáãÞò ÷þñïò Ý÷ïõìå üôé
dim@X 6 n⇒ dim@X 6 asdimX.
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ÊáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò óõããñáöÞò áõôÞò ôçò åñãáóßáò áðïäåßîáìå üôé
ç ó÷Ýóç ôïõ èåùñÞìáôïò 5.3 äåí éó÷ýåé ãéá õðåñâïëéêïýò ÷þñïõò ãåíéêÜ.
Åéäéêüôåñá êáôáóêåõÜóáìå Ýíáí ÷þñï ðïõ áðïôåëåß ðáñÜäåéãìá åíüò "vi-
sual", õðåñâïëéêïý ÷þñïõ X ìå öñáãìÝíç ãåùìåôñßá ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé
asdimX = 2 êáé dim@X = 0. ¢ñá ç åéêáóßá ôïõ Gromov äåí éó÷ýåé ãéá áõ-
ôüí ôïí ÷þñï. ÏíïìÜóáìå áõôüí ôïí ÷þñï "÷ôåíï÷þñï" ëüãù ôïõ ó÷Þìáôïò
ôïõ.

Ï ×ôåíü÷ùñïò.

¸óôù H2 íá åßíáé ôï õðåñâïëéêü åðßðåäï êáé Ýóôù a1; a2; :::: íá åßíáé ãåùäáé-
óéáêÝò áêôßíåò ðïõ îåêéíïýí áðü Ýíá óçìåßï x0 êáé íá åðåêôåßíïíôáé ðñïò ôï
Üðåéñï Ýôóé þóôå ç ãùíßá ìåôáîý an; an+1 íá åßíáé �

2n .
¸óôù S(an; an+1) íá åßíáé ï ôïìÝáò ðïõ ïñßæïõí ïé áêôßíåò an; an+1. Ìå

Üëëá ëüãéá S(an; an+1) åßíáé ç êëåéóôÞ èÞêç ôùí an; an+1.
Áöïý ïé ãåùäáéóéáêÝò áðïêëßíïõí óôï H2 õðÜñ÷åé Ýíá x ∈ S(an; an+1)

ôÝôïéï þóôå ç ìðÜëá áêôßíáò n êáé êÝíôñïõ x, B(x; n) ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôïí
ôïìÝá S(an; an+1). ¸óôù Nn íá åßíáé ôÝôïéá þóôå B(x; n) ⊂ B(x0; Nn).
¸óôù:

S(an; an+1; Nn) = S(an; an+1) ∩B(x0; Nn)

Êáëïýìå Kn ôï ðÜíù ôüîï ôïõ S(an; an+1; Nn), äçëáäÞ:

Kn = S(an; an+1; Nn) ∩ @B(x0; Nn)

Õðïäéáéñïýìå ôï Kn óå ìéêñÜ êïììÜôéá ìÞêïõò ìåôáîý 1=2 êáé 1 óçìåéþ-
íïíôáò ôéò êïñõöÝò. ÌåôÜ èåùñïýìå ôéò ãåùäáéóéáêÝò áêôßíåò ðïõ îåêéíïýí
áðü ôï x0 ðñïò êÜèå êïñõöÞ êáé ôéò åðåêôåßíïõìå ðñïò ôï Üðåéñï.

Ïðüôå êáôáóêåõÜæïõìå ôï "×ôåíü÷ùñï" ðïõ åßíáé ç Ýíùóç üëùí ôùí
S(an; an+1; Nn) ìáæß ìå ôéò ðáñáðÜíù áêôßíåò êáé åßíáé ï åîÞò:
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Figure 3: Comb Space

Éäéüôçôåò ôïõ "×ôåíü÷ïñïõ"

a) dim(@X) = 0. Ãéá êÜèå n Ý÷ïõìå üôé ôï Kn åßíáé öñáãìÝíï. Áõôü óç-
ìáßíåé üôé ïñßæïõìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êïñõöþí óå êÜèå Kn ïðüôå
ðñïóèÝôïõìå ðåðåñáóìÝíï áñéèìü ãåùäáéóéáêþí áêôßíùí. Ïðüôå, üëåò
ïé Üðåéñåò ãåùäáéóéáêÝò áêôßíåò åßíáé áñéèìÞóéìåò. Ïðüôå êáé ôï @X
åßíáé áñéèìÞóéìï. ÊÜèå áñéèìÞóéìïò ìåôñéêüò ÷þñïò Ý÷åé ôïðïëïãéêÞ
äéÜóôáóç 0 (âëÝðå [20] óåëßäá 18). Ïðüôå dim(@X) = 0.

b) Ï X åßíáé õðåñâïëéêüò ÷þñïò ìå ôçí "ìåôñéêÞ ôùí ìïíïðáôéþí (path
metric)". ¼íôùò áöïý êÜèå æåýãïò óçìåßùí ôïõ X ìðïñåß íá åíùèåß
ìå Ýíá ìïíïðÜôé ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò. Åðßóçò Ýóôù l ìéá êëåéóôÞ êá-
ìðýëç óôïí X ôüôå l åßíáé êëåéóôÞ êáìðýëç óôïí H2 êáé length(l)X >
length(l)H2 . ¼ìùò áöïý ï H2 åßíáé õðåñâïëéêüò Ý÷ïõìå ôçí éóïðå-
ñéìåôñéêÞ áíéóüôçôá Area(l) 6 c ∗ length(l)H2 ïðüôå Area(l) 6 c ∗
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length(l)X ðïõ óçìáßíåé üôé ï X åßíáé õðåñâïëéêüò.(âëÝðå [18], [10])

c) asdim (X) = 2. Áõôü éó÷ýåé ìéáò êáé ï X ðåñéÝ÷åé ïóïäÞðïôå ìåãÜëåò
ìðÜëåò B(x; n) ⊂ H2 ãéá êÜèå n ∈ N.

d) Ï X åßíáé "visual" ìåôñéêüò ÷þñïò ìå D = 1 áöïý ãéá êÜèå x óôïí
X õðÜñ÷åé ìéá ãåùäáéóéáêÞ áðü ôï x0 óôï x. ¸óôù áõôÞ g1. Áí ç g1
åðåêôåßíåôáé ùò ôï Üðåéñï Ý÷ïõìå ôåëåéþóåé. Áí ç g1 åßíáé ðåðåñáóìÝíç,
ôüôå ôï x ðñÝðåé íá áíÞêåé óå Ýíáí ôïìÝá S(an; an+1; Nn). Åðåêôåßíïõìå
ôçí g1 ìÝ÷ñé íá ôìÞóåé ôï Kn óôï óçìåßï v1. Ôüôå áðü ôçí êáôáóêåõÞ
ôïõ X õðÜñ÷åé ìéá Üðåéñç ãåùäáéóéáêÞ r ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá êïñõöÞ
ôïõ Kn ôçí v ôÝôïéá þóôå d(v1; v) åßíáé ëéãüôåñï áðü 1. Ïðüôå ðñïöá-
íþò d(x; r) åßíáé ìéêñüôåñï áðü Ýíá 1.

Ïðüôå Ý÷ïõìå üôé asdimX > dim@X + 1. Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá ìðïñåß íá
ìåôáôñáðåß åëáöñÜ ãéá íá äþóåé ïóïäÞðïôå ìåãÜëç asdimX ÷ùñßò íá áëëÜîåé
ôï dim@X èåùñþíôáò áíôß ôï õðåñâïëéêü åðßðåäï ôï Hn êáé ôñïðïðïéþíôáò
êáôÜëëçëá ôçí êáôáóêåõÞ.
Áêïëïõèåß Ýíáò ïñéóìüò ÁóõìðôùôéêÞò ÄéÜóôáóçò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß "÷Üñ-
ôåò" êáé "simplicial complexes". Äåí èá ìðïýìå óå ëåðôïìÝñåéåò, áðëÜ èá
óçìåéþóïõìå üôé åßíáé ï ïñéóìüò ìå ôéò ðåñéóóüôåñåò åöáñìïãÝò ðëÝïí óôçí
óõãêåêñéìÝíç èåùñßá.

Ïñéóìüò 5.2 ( ÁÓÕÌÐÔÙÔÉÊÇ ÄÉÁÓÔÁÓÇ) ¸óôù X Ýíáò ãíÞóéïò
ìåôñéêüò ÷þñïò. ËÝìå üôé Ý÷åé áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 6 n áí ãéá êÜèå
� > 0 õðÜñ÷åé Ýíáò �-Lipschitz êáé "uniformly cobounded" ÷Üñôçò áðü ôïí X
óå Ýíá n-äéÜóôáôï ðïëýåäñï, (ôï ïðïßï åßíáé ç ãåùìåôñéêÞ áðåéêüíéóç åíüò
n-äéÜóôáôïõ "simplicial complex") ìå ôçí êáôÜëëçëç ìåôñéêÞ.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åéóÞ÷èç áðü ôïí Gromov óôï [19] êáé åîåëß÷èçêå áðü
ôïí Dranishnikov. Åßíáé éóïäýíáìïò ìå üëïõò ôïõò ðñïçãïýìåíïõò. ÌéêñÞ
áðüäåéîç ôéò éóïäõíáìßáò üëùí ôùí ïñéóìþí õðÜñ÷åé óôï [24]. Ïé ëåðôïìÝñåéåò
êáé ïé ïñéóìïß ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôï ðáñáðÜíù åßíáé ðïëý ôå÷íéêïß êáé äåí
áðïôåëïýí óêïðü áõôÞò ôçò åñãáóßáò. ÐáñáèÝôïõìå áõôüí ôïí ïñéóìü áðëÜ
ëüãù ôçò óýã÷ñïíçò óðïõäáéüôçôáò ôïõ.

Áêïëïõèåß ï ïñéóìüò ôùí ÷þñùí ìå "Ýíá ðÝñáò". Ôï êýñéï èåþñçìá ôçò
åñãáóßáò áõôÞò ÷ñçóéìïðïéåß óõíå÷þò ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü.

43



Ïñéóìüò 5.3 ¸íáò ãåùäáéóéáêüò ìåôñéêüò ÷þñïò X ëÝìå üôé Ý÷åé Ýíá ðÝ-
ñáò (Þ åßíáé one-ended) áí ãéá êÜèå öñáãìÝíï õðïóýíïëï ôïõ K, ôï X−K
Ý÷åé áêñéâþò ìéá ìç öñáãìÝíç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá. ËÝìå üôé ï X Ý÷åé
ïìïéüìïñöá Ýíá ðÝñáò (Þ åßíáé ïìïéüìïñöá one-ended) áí ãéá êÜèå
n ∈ R+ õðÜñ÷åé Ýíá m ∈ R+ ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå K ⊂ X ìå diamK < n,
ôï X −K Ý÷åé áêñéâþò ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá äéáìÝôñïõ > m.

ÐáñÜäåéãìá 5.1 Ï R+ Ý÷åé Ýíá ðÝñáò áëëÜ äåí Ý÷åé ïìïéüìïñöá Ýíá ðÝñáò.

ÐáñÜäåéãìá 5.2 R2 åßíáé ïìïéüìïñöá "one-end" áöïý ãéá êÜèå x óôï R2

ïñßæïõìå K = B(x; d) = {y ∈ R2 : d(y; x) 6 n − 1 ôçí êëåéóôÞ ìðÜëá
ôïõ x áêôßíáò n − 1. Ôüôå ç K åßíáé óõìðáãÞò êáé ôï X − K = {y ∈
R2 : d(x; y) > n + 1}. Ðñïöáíþò ôï X −K Ý÷åé ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá
äéáìÝôñïõ > m ãéá m = n+ 1 êáé diam(K) < n. Ç áðüäåéîç ìå áõôüí ôïí
ôñüðï ãåíéêåýåôáé áðü ôéò ìðÜëåò óôá óõìðáãÞ óýíïëá Ê ôïõ × .

ÐáñÜäåéãìá 5.3 Rn åßíáé ïìïéüìïñöá "one-ended".

Ç áðüäåéîç åßíáé åíôåëþò ßäéá ìå ôçí áðüäåéîç ãéá ôï R2. Ðñï÷ùñïýìå ôþñá
óôï âáóéêü áðïôÝëåóìá áõôÞò ôçò åñãáóßáò. Ðñéí üìùò äéáôõðþóïõìå ôï
èåþñçìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ðïëý áðëü ëÞììá ôï ïðïßï äßíåôáé ðïëëÝò
öïñÝò ùò Üóêçóç óôá âéâëßá óõíäõáóôéêÞò èåùñßáò ïìÜäùí.

ËÞììá 5.1 Áí G åßíáé ìéá one-ended ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ôüôå,
ç G Ý÷åé ìéá Üðåéñç ãåùäáéóéáêÞ.

Èåþñçìá 5.4 Áí G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþìåíç ïìÜäá ìå Ýíá ðÝñáò
ôüôå asdimG > 2.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá üôé asdimG 6= 0.
Áò õðïèÝóïõìå üôé asdimG = 0 êáé óôáèåñïðïéïýìå d > 0. Ôüôå óýì-

öùíá ìå ôïí ðñþôï ïñéóìü Ý÷ïõìå üôé G = X1 üðïõ X1 =
⋃
Bi ìå:

1. diamBi 6 D ∀ i ∈ I
2. d(Bi; Bj) > d ∀ i 6= j:

Áõôü óçìáßíåé üôé ç G åßíáé d-äéáêñéôÞ. Áöïý ç G åßíáé óõíåêôéêü ãñÜöçìá
ìðïñïýìå åýêïëá íá áðïäåßîïõìå üôé äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå äýï äéáöïñåôéêÜ
Bi. Ïðüôå G = B1 ðïõ óçìáßíåé üôé ç G åßíáé D-öñáãìÝíç. ¼ìùò ç åßíáé G
one-ended ïðüôå ðåñéÝ÷åé ìéá Üðåéñç ãåùäáéóéáêÞ Üñá äåí åßíáé öñáãìÝíç.

Ôþñá äåß÷íïõìå üôé asdimG 6= 1. Áò õðïèÝóïõìå üôé asdimG = 1.
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¸óôù M = max{|ri|; i = 1; 2; :::; n: ïé ó÷Ýóåéò ôçò G}, üðïõ |r| = ìÞ-
êïò ôçò ëÝîçò r. Óôáèåñïðïéïýìå d > 100M + 100. Áöïý asdimG = 1
êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá êÜëõììá B = {Bi} ìå:

G ⊆
⋃

i∈I
Bi

êáé diamBi < D ∀ i ∈ I Ýôóé þóôå êÜèå ìðÜëá B(x0; d) ôÝìíåé ôï ðïëý 2
óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò B.

Áöïý ç G Ý÷åé Ýíá ðÝñáò Ý÷ïõìå üôé ç G Ý÷åé ìéá Üðåéñç ãåùäáéóéáêÞ ôçí
ïðïßá ïíïìÜæïõìå S. ¸óôù N = max{100D100; 300M}. ÅðéëÝãïõìå Ýíá
x0 ∈ S êáé èåùñïýìå ôçí ìðÜëá B(x0; N) ç ïðïßá äéá÷ùñßæåé ôçí ãåùäáéóéáêÞ
óå äýï ãåùäáéóéáêÝò áêôßíåò S1 êáé S2. Áöïý ç G åßíáé one-ended õðÜñ÷åé
Ýíá x óôçí S1, Ýíá y óôçí S2 êáé Ýíá ìïíïðÜôé p ìå p(0) = x êáé p(t) = y
ôÝôïéï þóôå p

⋂
B(x0; N) = ∅ Ýôóé êáôáëÞãïõìå óôï åîÞò ó÷Þìá:

Óõìâïëßæïõìå ìå [x; y] ôï ìÝñïò ôçò ãåùäáéóéáêÞò S, ðïõ óõíäÝåé ôï x
êáé ôï y. Ðñïöáíþò length([x; y]) > 2N . Ìå w óõìâïëßæïõìå ôï ìïíïðÜôé
[x; y]

⋃
p.

¸÷ïõìå ôüôå üôé length(w) = l(w) = l([x; y]) + l(p) > 2N + l(p) ⇒ l(w) >
200D. Ïðüôå ãéá íá êáëýøïõìå ôï ìïíïðÜôé w ÷ñåéáæüìáóôå ôïõëÜ÷éóôïí 3
óýíïëá ôïõ êáëýììáôïò {Bi}.
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¸óôù B1 Ýíá óýíïëï ôïõ êáëýììáôïò ôÝôïéï þóôå x0 ∈ Â1. Ìå a1 óç-
ìåéþíïõìå ôçí êïñõöÞ ôïõ S ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï B1 Ýôóé þóôå d(a1; x) 6
d(z; x) ãéá êÜèå z ∈ S

⋂
B1. Ìå a2 óçìåéþíïõìå ôçí êïñõöÞ ôïõ S ðïõ ðå-

ñéÝ÷åôáé óôï B1 ôÝôïéï þóôå d(a1; y) 6 d(z; y). ¸óôù b1 íá åßíáé ç ãåéôïíéêÞ
êïñõöÞ óôçí a2 ðïõ âñßóêåôáé óôçí ãåùäáéóéáêÞ êáé äåí áíÞêåé óôï B1. Áí
êáé ïé äýï a1 êáé b1 áíÞêïõí óôï ßäéï B2, áíôéêáèéóôïýìå ôï B1 áðü ôï Â2

êáé îåêéíïýìå ôçí äéáäéêáóßá îáíÜ.
Óå êÜèå âÞìá ç áðüóôáóç ôùí a1 êáé a2 áðü x0 áõîÜíåôáé êáôÜ D ôï

ðïëý. Áõôü óçìáßíåé üôé ìåôÜ áðü [D] + 1 âÞìáôá ç áðüóôáóç áðü ôï êÝíôñï
x0 ôïõ [x; y] ôïõ óõíüëïõ B1 èá åßíáé ôï ðïëý D2 + D ðïõ óçìáßíåé üôé
d(B1; x0) < D2 + 10D < N . Ðñïöáíþò diam(B2

⋂
S) > diam(B1

⋂
S) + 1

óå êÜèå âÞìá ôçò äéáäéêáóßáò. Ïðüôå ç äéáäéêáóßá ðñÝðåé íá ôåëåéþíåé óå
êÜðïéï óçìåßï áöïý diam(Bi

⋃
S) < diam(Bi) < D.

Áðü ôçí äéáäéêáóßá áðïêôïýìå Ýíá óýíïëï B1 ðïõ êáëýðôåé Ýíá ìÝñïò
ôçò ãåùäáéóéáêÞò ðïõ âñßóêåôáé ìÝóá óôçí ìðÜëá S(x0; N) êáé ç ãåéôïíéêÞ
êïñõöÞ ôçò a2 ðåñéÝ÷åôáé óå Ýíá óýíïëï B2 ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáé ôçí a1.
Ïðüôå èåùñïýìå ôï van Kampen äéÜãñáììá D ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí w êáé
ôçí óõíÜñôçóç f áðü ôï D(1) óôï Cayley ãñÜöçìá ôçò G. ÈÝôïõìå K ôçí
óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ f−1(B1

⋃
B2) ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá f−1(a1)êáéf−1(a2).

Ðñïöáíþò D−K 6= ∅.
ÈÝôù P = D−K

⋂
K. Ôüôå ç P

⋂
w ðåñéÝ÷åé ôçí a1 ðïõ áíÞêåé óôï

f−1(B1) êáé ôçí b1 ðïõ áíÞêåé óôï f−1(B2). Áöïý ç P åßíáé óõíåêôéêÞ
õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï a1 óôï b1 ðïõ åßíáé óôï óýíïñï P . ¸óôù ïé
êïñõöÝò ôïõ P íá åßíáé t1 = a1; t2; :::; tn = b1. Ïðüôå äéáëÝãïõìå ôï ðñþôï
ti ðïõ áíÞêåé óôï f−1(B2) êáé äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï f−1(B1). Áöïý ç ti áíÞêåé
óôï P õðÜñ÷åé ìéá ëÝîç h óôï D−K ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ti. ¸óôù ôþñá u ìéá
êïñõöÞ ôïõ h ôÝôïéá þóôå ç u äåí áíÞêåé óôï P (âëÝðå ðáñáêÜôù ó÷Þìá).
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Ïðüôå d(u; ti) 6 M êáé Ý÷ïõìå:

d(u; f−1(B2)) 6 M ⇒ d(f(u); B2) 6 M < d:

Åðßóçò Ý÷ïõìå üôé d(u; ti−1) < d(u; ti) + 1 < M + 1 < d ðïõ äßíåé üôé:

d(u; f−1(B2)) < d⇒ d(f(u); B2) < d:

Ðñïöáíþò ôï u äåí áíÞêåé óôï f−1(B1) ïýôå óôï f−1(B2), ïðüôå f(u) äåí
áíÞêåé óôï B1 ïýôå óôï B2. Óõìðåñáßíïõìå üôé õðÜñ÷åé Ýíá B3 ôÝôïéï þóôå
ôï f(u) áíÞêåé óôï B3. Áí v = f(u) ôüôå ç B(v; d) ôÝìíåé ôá B1, B2, B3.
¢ôïðï. Áõôü ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç.

ÐáñáôÞñçóç 5.1 Óçìåéþíïõìå üôé ç ðáñáðÜíù áðüäåéîç éó÷ýåé êáé ãéá ïìïéü-
ìïñöá "one-ended", áðëÜ óõíåêôéêÜ, "simplicial complexes".

Âåâáßùò ôï áðïôÝëåóìá äåí éó÷ýåé ãéá "one-ended", áðëÜ óõíåêôéêÜ, "simpli-
cial complexes", ìå ôçí çìéåõèåßá íá åßíáé Ýíá áðëü áíôéðáñÜäåéãìá. Åðßóçò
õðÜñ÷ïõí "one-ended" ãñáöÞìáôá (áêüìç êáé ïìïéüìïñöá "one-ended") ðïõ
Ý÷ïõí áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 1. ¸íá ðáñÜäåéãìá åßíáé ôï ðáñáêÜôù:
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Éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.5 (Dunwoody-Stallings [17]) Áí G åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñéóôþ-
ìåíç ïìÜäá ôüôå ç G åßíáé ç èåìåëéþäçò ïìÜäá åíüò ãñáöÞìáôïò ïìÜäùí
ôÝôïéï þóôå üëåò ïé ïìÜäåò-êïñõöÝò åßíáé "0-ended" Þ "1-ended".

Åðßóçò åßíáé ãíùóôü üôé:

Ðñüôáóç 5.5 Áí üëåò ïé ïìÜäåò êïñõöþí åßíáé 0-ended (äçëáäÞ ðåðåñá-
óìÝíåò) ôüôå ç G åßíáé âáóéêÜ åëåýèåñç.(âëÝðå [25], óåëßäá 120, ðñüôáóç
11.)

Åðßóçò éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù ëÞììá :

ËÞììá 5.2 Áí H < G êáé H åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ôüôå asdimG >
asdimH

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá Dunwoody-Stallings êáé ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå
ôï ðëÝïí éó÷õñü áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 5.6 Áí G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñáãüìåíç ïìÜäá ìå asdimG =
1 ôüôå ç G åßíáé âáóéêÜ åëåýèåñç êáé ôï áíôßóôñïöï.
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Áðüäåéîç. ¸óôù G ìéá ð.ð. ïìÜäá ìå asdimG = 1. ¸óôù Γ ôï ãñÜöçìá
ïìÜäùí ôïõ ÈåùñÞìáôïò Dunwoody-Stallings. Áí ìéá ïìÜäá-êïñõöÞ H Ý÷åé
Ýíá ðÝñáò ôüôå áðü ôï èåþñçìá asdimH > 2. ¼ìùò H < G ðïõ óçìáßíåé üôé
asdimG > 2 ðñÜãìá Üôïðï. ¢ñá üëåò ïé ïìÜäåò-êïñõöÝò åßíáé "0-ended".
¢ñá çG åßíáé virtually free. Áíôßóôñïöá ÝóôùG virtually free ïìÜäá êáé Ýóôù
H ìéá åëåýèåñç õðïïìÜäá ôçò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç. Ôüôå åýêïëá äåß÷íïõìå
üôé ôï Cayley ãñÜöçìá ôçò Ç åßíáé ó÷åäüí-éóïìåôñéêü ìå ôï Cayley ãñÜöçìá
ôçò G. Áöïý üìùò ç H åßíáé åëåýèåñç ôï ãñÜöçìá ôçò åßíáé Ýíá äÝíôñï.
¼ðùò äåßîáìå ôá äÝíôñá Ý÷ïõí áóõìðôùôéêÞ äéÜóôáóç 1. ÓõíäõÜæïíôáò ôá
ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå ôçí æçôïýìåíç áíôßóôñïöç öïñÜ.

Åäþ ôåëåéþíåé ç ðáñÜãñáöïò êáé ìáæß êáé ç åñãáóßá.
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